Modelle der Informatik - Lésung der Ubungsblatter

Ubungsblatt 1 & 2

Aufgabe 1: Begriffe und Definitionen

1.

Definieren Sie die Begriffe Alphabet, Wort und Sprache! (1-2)

Alphabet: eine Menge von Zeichen (Symbolen, Buchstaben)
Wort: endliche Zeichenkette von Symbolen eines Alphabets
W = ay, ay, as, ..., ax (ein Wort der Lange k)
leeres Wort = ¢ (Lange 0)

A* = Menge aller Worte inklusive ¢
A" = Menge aller nicht-leeren Worte
Sprache: Teilmenge von A*

Nennen und erldutern Sie die Bestandteile einer Grammatik! (1-8)

Eine Sprache L(G) wird definiert durch eine Grammatik G = (N, T, P, S), wobei gilt:
N sind die nichtterminalen Symbole (Variable),

T sind die terminalen Symbole (Terminale), wobei T N N = &,

P sind die Produktionsregeln der Form a. = B, wobeia € (NUT)", B € (NU T)*,

S e Nist das Startsymbol, ein spezielles nichtterminales Symbol.

. Wie stehen die Begriffe Grammatik und Sprache miteinander in Beziehung? (1-7)

Eine Grammatik ist ein System zur Ableitung von Worten einer Sprache.

Was beschreibt die Chomsky-Hierarchie? (1-15ff)

Die Chomsky-Hierarchie beschreibt eine Hierarchie von vier Grammatiktypen zur Erzeugung von
formalen Sprachen:

Typ 0-Sprache (rekursiv aufzahlbar): keine Einschrankungen beziiglich der Produktion

Typ 1-Sprache (kontextsensitiv): auf der linken Seite vom Produktionspfeil sind Terminal- und
Nichtterminalsymbole erlaubt
aAas 2 (X1BOL2, wobei A e N, a4, o € (N U T)*, B [S (N U T)+

Typ 2-Sprache (kontextfrei): auf der linken Seite vom Produktionspfeil ist nur ein Nichtterminalsym-
bol erlaubt
A->pB,wobeiAeN,Bpe(NUT)

Typ 3-Sprache (regulér): analog zu Typ2, jedoch durfen Worte entweder nur von links nach rechts
(rechtsregular) oder nur von rechts nach links (linksregular) erzeugt werden
A > aBoderA > a,wobeiA,BeNundaeT

. Worin unterscheiden sich kontextfreie und kontextsensitive Grammatiken?

Der Unterschied zwischen diesen beiden Grammatiken besteht darin, dass bei einer kontextfreien
Grammatik auf der linken Seite vom Produktionspfeil nur ein nichtterminales Symbol erlaubt ist,
wahrend bei einer kontextsensitiven Grammatik ein oder mehrere nichtterminale und terminale
Symbole erlaubt sind.

Aufgabe 2: Grammatiken

Gegeben sei folgende Grammatik mit dem Startsymbol S:

N ={S, A, B}
T={a, b, c}
P ={S > abc, S 2> aAbc, Ab 2> bA, Ac > Bbcc, bB > Bb, aB > aaA, aB > aa}

. Welchen Typ hat die Grammatik bzgl. der Chomsky-Hierarchie?

Die Grammatik ist kontextsensitiv, da auf der linken Seite der Produktionsregeln sowohl Zeichen
aus N und aus T vorkommen.
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2. Zeigen Sie, dass die von dieser Grammatik erzeugte Sprache gegeben ist durch
L(G) = {a"b"c" | n>0} = {abc, aabbcc, aaabbbccc, ...}!

S > abcVv
S = aAbc 2 abAc = abBbcc = aBbbcc = aabbec v
T - aaAbbcc
|

analoger Aufbau, Rekursion

Aufgabe 3: Grammatiken
Gegeben sei der folgende Auszug aus einer Grammatik:

<Expression> 2> <number>

<Expression> > ( <Expression>)
<Expression> 2> <Expression> + <Expression>
<Expression> - <Expression> - <Expression>
<Expression> > <Expression> * <Expression>
<Expression> > <Expression> /| <Expression>
<number>->0]1]2|3|4|5]|6]|7]|8]9

1. Wie lautet die Definition der entsprechenden Grammatik, welchen Typ hat sie?

G=(N,T,P,S)

N = {<Expression>, <number>}
T={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,+.-, % /,(, )}
S = <Expression>

P = siehe oben

Es handelt sich um eine Typ 2-Grammatik (kontextfrei), da auf der linken Seite der Produktions-
reageln nur ein Nicht-Terminalsymbol vorhanden ist.

2. Prifen Sie, ob folgende Worte Elemente der durch die Grammatik beschriebenen Sprache
sind: (1+2)*3, (1-2)+(4-13), -1, (-1)*(+1), 3-1++2

(1+2)*3: S > <Expression>
- <Expression> * <Expression>
- ( <Expression> ) * <Expression>
- ( <Expression> + <Expression>) * <Expression>
- ( <number> + <number> ) * <number>

> (1+2)*3 v
(1-2)+(4-13) keine zweistelligen Zahlen ableitbar #
-1 keine negativen Zahlen ableitbar &

(-1)*(+1) keine negativen Zahlen ableitbar,
+-Operator ist in dieser Grammatik ein binérer Operator #
3-1++2 kein doppeltes-Pluszeichen ableitbar &

3. Definieren Sie Varianten dieser Grammatik:

3.1 Erweiterung auf reele Zahlen.

Expression = [Vorzeichen] number [',' { number} numberohneQ]

Expression = [Vorzeichen] numberohne0 {number} [',' {number} numberohne0]
Vorzeichen ="+'| -

numberohne0 = ("1'|'2"|'3"|'4"|'5'|'6'|'7"|'8"|'9")

3.2 Erweiterung um Vorzeichen.

Expression = [Vorzeichen] Expression
Vorzeichen ="'+"| -
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Aufgabe 4: EBNF

1.

Was ist die Erweiterte Backus-Naur-Form?

Die EBNF ist eine kompakte, formale Metasprache zur Darstellung von Typ 2-Grammatiken.

Notieren Sie die oben angegebene Grammatik in EBNF!

Expression = (Expression ('+'|'-'| ™' | '/') Expression) | '(" Expression ') | ('0"|'1'| ... | '8" | '9");

Aufgabe 5: Begriffe und Definitionen

1.

Was sind Mealy-, was sind Moore-Automaten? (1-29, 71-32)

Ein Mealy-Automat ist ein endlicher Automat mit Ausgabe, wahrend ein Moore-Automat ein endli-
cher Automat ohne Ausgabe ist.

Geben Sie die Definition von Deterministischen Endlichen Automaten (DEA) an! (1-29, 1-32)

Ein DEA ist gegeben durch ein 5-Tupel Q = (E, Z, z,, 3, F), wobei gilt

Das Eingabealphabet E ist eine endliche Menge von Eingabezeichen ey, e, ..., €.
Die Zustandsmenge Z ist eine endliche Menge von Zustanden z, z4, ..., z,.

Ein Initialzustand z; € Z heil’t Anfangszustand oder Startzustand.

Die Zustandstibergangsfunktion ist gegeben durch 6§ =ExZ > Z.

Die Menge der Endzustande ist gegeben durch F, F ¢ Z.

a0~

Fur einen DEA mit Ausgabe gibt es zusatzlich ein Ausgabealphabet A und die Endzustande wer-
den durch eine Ausgabefunktion A: E x Z > A ersetzt.

. Was bedeutet es, wenn die Zustandsiibergangsfunktion partiell ist? (7-36f)

Es werden nicht fur alle Kombinationen von Eingabezeichen und Zustédnde Folgezusténde defi-
niert. Der Automat bleibt beim Einlesen eines Zeichens ohne definierten Folgezustand stecken
bzw. stirbt.

Geben Sie die Definition von Nichtdeterministischen Endlichen Automaten (NEA) an! (7-45)

Ein NEA ist gegeben durch ein 5-Tupel Q = (E, Z, z,, 3, F), wobei gilt

Das Eingabealphabet E ist eine endliche Menge von Eingabezeichen e, e, ..., €.
Die Zustandsmenge Z ist eine endliche Menge von Zustanden z, z4, ..., z,.

Ein Initialzustand z, € Z heiRt Anfangszustand oder Startzustand.

Die Zustandstibergangsrelation ist gegeben durch 8 =E x Z x Z.

Die Menge der Endzustande ist gegeben durch F, F c Z.

abrwbh=

. Wo befinden sich NEAs in der Chomsky-Hierarchie?

NEAs gehéren zur Gruppe der Typ 3-Sprachen.

. Wann akzeptiert ein NEA ein Wort? (7-46)

Es existiert ein Weg mit einem Label, das dem Wort entspricht und in einem akzeptierten Endzu-
stand endet.

. Worin unterscheiden sich NEAs und DEAs?

Sie unterscheiden sich nur durch Zustandsibergangsfunktion bzw. -relation.
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Aufgabe 6: Spracherkennung
Gegeben sei der folgende NEA:

A B

a) Geben Sie Beispiele fiir Worte, die von dem Automaten akzeptiert werden.

Alle Kombinationen aus A und B, die ein A beinhalten und auf B enden.

b) Geben Sie einen Pfad an, durch den der NEA folgende Worte akzeptiert:
ABABABB, AAABBB, AB, ABABABBA

A B A B A B B

1 2> 1 > 1 >1>1 > 2 > 2 > 3V

A A A B B B

1 2> 1 >1 > 2 > 2 > 2 > 3V

A B

1 > 2 > 3 Vv

A B A B A B B A
12> 1 >1>1>1>1>1>1>2 F

Aufgabe 7: Konstruktion eines DEA

Entwerfen Sie einen DEA Q liber dem Alphabet A ={a, b, c, ..., z}, der die Sprache
L(Q) = {if, while, int} erkennt, d.h. genau die drei Schliisselworte if, while und int akzeptiert.

Kommentar: Es fehlen die
Sackgassenzustande.

Aufgabe 8: Konstruktion von NEAs

Entwerfen Sie NEAs fiir die folgenden Sprachen:
a) Alle Folgen von Nullen und Einsen, wobei jede Ziffer hdchstens dreimal hintereinander auf-
treten darf.

b) Alle Zeichenketten von Nullen und Einsen, die nicht die Folge 100 enthalten.

0X090
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c) Geben Sie die Automatentafel des NEAs aus Aufgabe a) an.

Zustand | 1 0
Zy Zy Zq
Z4q Zy Zy
Zy Zy Z3
Z3 Zy %)
Zy Zs Zq
Zs Zs Zq
Zg D | z

Aufgabe 9: Transformation von NEAs in DEAs

Uberfiihren Sie den in Aufgabe 6 gegebenen NEA in einen DEA. Verwenden Sie die Technik der
Teilmengenkonstruktion.

Neue Namen | Potenzmenge A B
Zo s> {1} {1,2} {1}
z4 {1,2} {1,2y | {1,2,3}
Z, F> {1,2,3} {1,2y | {1,2,3}
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Ubungsblatt 3

Aufgabe 1: Definitionen
1. Was ist der Ertrag eines Ableitungsbaumes? (71-87)

Der Wert der Blatter von links nach rechts gelesen.

2. Geben Sie die Definition von Reguladren Ausdriicken an! (7-62)

A sei ein Alphabet; R bezeichnet einen regularen Ausdruck, L(R) bezeichnet die zum dem regula-
ren Ausdruck gehorige Sprache.

1. @ ¢ Alist ein regularer Ausdruck fur die Sprache L(J) = &
2. ¢ ¢ Aist ein regularer Ausdruck fir die Sprache L(g) = {&}
3. Fur jedes a € A ist a ein regularer Ausdruck flir die Sprache L(a) = {a}

4. Seien R und S regulare Ausdrticke flr die Sprachen L(R) und L(S). Dann sind auch die folgen-
den Ausdriicke regulare Ausdriicke:

- Vereinigung R|S

mit der Sprache L(R|S) = L(R) N L(S) = {w | w € L(R) oder w € L(S)}
- Konkatenation RS mit der Sprache

mit der Sprache L(RS) = L(R)L(S) ={wv | w € L(R) und v € L(S)}

- Abschluss R*
mit der Sprache L(R*) = {wq...w, |w; e L(R),i=1,2,...,n}U¢g

3. Wie lautet die Rangfolge der Operatoren fiir reguldre Ausdriicke? (71-67)

1. Abschluss R*
2. Konkatenation RS
3. Vereinigung R|S

4. Geben Sie die Konstruktionsregeln der e-Transformation an! (1-74)

& -0 O
€ —'O—g'O
a -0O=0
€
O5ERO50
R*: £
R __& S
RS: —-0O—0—-0—0

Aufgabe 2: Reguldre Ausdriicke
Beschreiben Sie die Sprachen, die durch folgende Ausdriicke gegeben sind:
a) 0]1)*a]1b

Beliebige Kombinationen von 0 und 1 mit a am Ende oder das Wort 1b.

b) 0 ((s]0)1%)*0

Jedes Wort beginnt und endet mit einer 0. WahIimdglichkeiten:
- beliebige Wiederholung von 0
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- beliebige Wiederholung von 1
- beliebige Wiederholung von 0 gefolgt von beliebigen Einsen

c) 010*10*10*(10)

Jedes Wort beginnt mit einer Null, gefolgt von drei Einsen, hinter denen jeweils beliebig viele Nul-
len stehen kénnen. Am Ende stehen beliebige Wiederholungen der Zeichenkette 10.

Aufgabe 3: Konvertieren regularer Ausdriicke in Automaten

Konstruieren Sie Automaten mit e-Transformationen fiir die folgenden regulédren Ausdriicke:
a) (0]11%)*

Aufgabe 4: Konvertieren regularer Ausdriicke
Gegeben sei der folgende reguldre Ausdruck: (a b)* a (a | b)*
1. Welche Sprache beschreibt dieser reg. Ausdruck?

Beliebige Kombinationen der Wortkette "ab", gefolgt von einem "a", und anschliefend beliebige
Kombinationen der Zeichen "a" und "b". Der regulare Ausdruck a (a | b)* beschreibt die gleiche
Sprache.

2. Geben Sie eine reguldare Grammatik fiir diese Sprache an!

T ={a, b}

N = {S, A}

P={S->a,
S > aA,
A- a,
A~ b,
A = aA,
A > bA}

3. Geben Sie den Ableitungsbaum fiir die Worte a, abab an!

a. <S> abab: <S>
| N
a a <A>
/\.
b <A>
/\
a <A>
|
b
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4. Uberfiihren Sie den Ausdruck in einen NEA!

5. Uberfiihren Sie den Ausdruck in einen DEA!

Da der angegebene Ausdruck bereits ein DEA ist, muss keine Umformung erfolgen. Ansonsten
wuirde das Prinzip der Teilmengenkonstruktion angewandt werden.

Aufgabe 5:
Priifen Sie, ob die gegebenen Regularen Audriicke die gleichen Sprachen erzeugen
a) ((g]0)1*)* und (0 1)*
Nein, links ist z.B. das Wort 1 mdglich.
b) (0|1 ] 1*) und (0* 1%)
Nein, rechts ist z.B. das Wort 01 mdglich.
c) (0]1]1%)* und (0* 1%)*
Ja, es sind beliebige Kombinationen von 0 und 1 mdéglich.
d) (0* | 1%) und (1* | 0%)
Ja, Vereinigung ist kommutativ.
e) ((10)*]10]1*)*und (]0[1%)*
Ja, es sind beliebige Kombinationen von 0 und 1 mdglich.
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Ubungsblatt 4

Aufgabe 1: Definitionen, etc.

1. Beschreiben Sie alle logischen Funktionen mit 2 Variablen durch entsprechende Wahrheits-
tabellen. Benennen Sie die lhnen bekannten Funktionen!

x1 |0|0[1]1

X2 |0]1]{0(1

fo [0]0]0])0 0 Kontradiktion, Nullfunktion

f1 |0]0]0]|1 X1AXz Konjunktion

f, J]0|0]|1]0 X1A=X2 Inhibition x4

fa |O]0]1]1 X1 Identitat (von x4)

f, JO[1]0[O —X1AX2 Inhibition x,

fs JO[1]0(1 X2 Identitat (von x,)

s [o[1[1]0 (Xmﬁx(zx;jx(zﬁ)xmxz) Antivalenz, XOR(x1,x2), Alternative
f 10111 X1V X2 Disjunktion

fs [1]0]0]|0] —(x1vxz2) = -x1A=X2 | NOR(x4,X2), Pierce-Funktion

X1=Xo

fo [1]0]0]1 V=0tAY2) V. (oX1A=Xz) Aquivalenz

fio]1{0]|1(0 —Xz Negation (von x;)

fi 101 (1 X1V (=X2) Replikation

fi2[1]1]0]0 X4 Negation (von x+)

fa|1[1]0]1 X% Implikation
—X1V Xz

ful1[1]1]0 ~(xinxe) NAND(x1,x2), Sheffer-Funktion
=X1V=X2

fis|11111[1 1 Tautologie, Einsfunktion

2. Wie ist die Rangfolge der logischen Operatoren (NICHT, ODER, NODER, UND, NUND,
IDENTITAT, IMPLIKATION) beziiglich ihrer Bindungsstéarke? (2-17)

NICHT, NUND, NODER, UND, ODER, IMPLIKATION, IDENTITAT

3. Was ist eine Tautologie? (2-20)
Tautologien sind logische Ausdriicke, die unabhangig von der Belegung der Variablen immer den
Wert TRUE ergeben.

4. Was bedeutet Widerspruchsfreiheit? (2-29)
Eine Menge von Aussagen heif3t widerspruchsfrei (oder konsistent), wenn es eine Belegung der
Variablen gibt, so dass alle Aussagen wahr sind.

5. Wann sind zwei boolsche Ausdriicke werteverlaufsgleich?
Seien A und B zwei aussagenlogische Ausdriicke, so sind diese werteverlaufsgleich, wenn gilt:
A « B ist eine Tautologie.

6. Nennen Sie die Definition der CNF und DNF! (2-49f)

CNF (Konjunktive Normalform)

Ein aussagenlogischer Ausdruck ist in CNF, wenn er folgende Form hat:

ATANAA L AA,,

wobei jedes A, eine Disjunktion von Literalen ist. D.h. ein Ausdruck in CNF besteht aus einer Kon-
junktion von Disjunktionen von Literalen.
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DNF (Disjunktiive Normalform):

Ein aussagenlogischer Ausdruck ist in DNF, wenn er folgende Form hat:

AivVA V... VA,

wobei jedes A; eine Konjunktion von Literalen ist. D.h. ein Ausdruck in DNF besteht aus einer Dis-
junktion von Konjunktionen von Literalen.

Aufgabe 2: Grundlagen
1. Erstellen Sie die Wahrheitstabelle flrP=QANDP > QORQ~> P.
P=(((QANDP)> (QORQ)) > P)

@ @) ® ®
P|Q| QAP | QvQ | ©>@ | ®>P | @=P
0] 0 0 0 1 0 1
0| 1 0 1 1 0 1
1 0 0 0 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1

2. Geben Sie den Syntaxbaum an fiir: (A AND B OR C AND (D OR B) AND NOT A)
((A AND B) OR ((C AND (D OR B)) AND (NOT A)))

OR

— T

AND

A B AN N(l)T

(¢}

D

OR A
D B
Aufgabe 3: Tautologien

Priifen Sie, ob die folgenden booleschen Ausdriicke tautologisch sind.
1. (P> Q)=(NOTP~> Q)

) &)
P/ Q|-P|P2>Q|-P>Q | 0=0
0]0] 1 1 0 0
0|1 1 1 1 1
1100 0 1 0
1 1 0 1 1 1
Der Ausdruck ist nicht tautologisch.
2. NOT (P AND Q) = (NOT P OR NOT Q)
©) (@)
P Q -P —|Q (P/\Q) —|(P/\Q) —|PV-|Q ®E®
0]0] 1 1 0 1 1 1
01 1 0 0 1 1 1
11010 1 0 1 1 1
1 1 0 0 1 0 0 1

Der Ausdruck ist tautologisch (de Morgansches Gesetz).
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Aufgabe 4: Widerspruchsfreiheit
Gegeben seien folgende Fakten:

S: Die Nichtbestehensquote bei Priifungen sinkt
R: Die Studenten lernen viel
H: Die Professoren sind ungliicklich

Priifen Sie, ob folgende Aussagen a), b), c¢), d) untereinander widerspruchsfrei sind.
a)R>S, b)H>NOTS, c)RANDH, d)H

(@) ®
RAH| O

®
®

S

T
N2
]

»
)
©

-S| R

m

o|o|o|lo|o|ojo|ol > @

aAlalalalO|0O|0O|I0OA
Alalo|on|n|O|0o|W!

o= |O|n|O|=|OolX

QIO O0O|—=|—
OO~
= |O=|O0|0O|O|O
OO0 0|O|O|0|IO(>

Die Aussagen sind untereinander nicht widerspruchsfrei.

Aufgabe 5: Basisoperator

Weisen Sie nach, dass der OR Operator unter ausschlieBlicher Verwendung des NAND Opera-
tors nachgebildet werden kann. Nutzen Sie dazu die Aquivalenzregeln des Skriptes.

(AvB)=--(AvB) nach Regel 9: Doppelte Negation
-(-A A =B) nach Regel 19: de Morgansches Gesetz

=(=(A A A) A =(B A B)) nach Regel 5: Idempotenz der Konjunktion
(A NAND A) NAND (B NAND B)

Aufgabe 6: Normalformen

a) (a OR b) AND NOT a OR (a > NOT b) AND a
b) (a OR b) AND (NOT a OR NOT b)

c) NOT (NOT (NOT a AND b) AND (NOT (a AND (NOT a OR b) OR a) OR b))
d) (NOT a AND b OR a AND NOT b) OR (a < b) AND a AND NOT b

1. Zeigen Sie mit Hilfe der Aquivalenzregeln im Skript die Werteverlaufsgleichheit der Ausdrii-
cke a) bis d)

a) (@vb)Aa-a)v(@a->-b)Aaa)

(raA(@avb))v(an(a—>-b)) nach Regel 10, Kommutativitét der Konjunktion
(raA(@avb))v(an(-av-b)) nach Regel 22, Umwandlung von =2 in v und =
(ma Ab)Vv(an-b) nach Regel 17, Absorbtionsgesetz
b) (avb)/\(ﬂavﬁb)

(aA(-av=b))v(bA(-av -b)) nach Regel 12, Distributivitdt der Konjunktion
(an—-a)Vv(an-b)v(-anab)v(bA=b) nach Regel 12, Distributivitdt der Konjunktion
(a A=b) Vv (-aAb) nach Regel 7, Kontradiktion
(-a Ab)v(anA-b) nach Regel 10, Kommutativitat der Konjunktion

c) =(=(-a Ab)A (=((anA(-avb))va)vb))
=(=(-a A b) A (=((a A b) va) Vb)) nach Regel 17, Absorbtionsgesetz
=(=(-a Ab) A (=(aV (aAb))vb)) nach Regel 11, Kommutativitét der Disjunktion
—(=(-a A b) A (ma v b)) nach Regel 15, Absorptionsgesetz
=((—=—a v =b) A (-a v b)) nach Regel 18, de Morgansches Gesetz
—-((a v =b) A (-a v b)) nach Regel 9, Doppelte Negation
—(a v =b) v =(-a v b) nach Regel 18, de Morgansches Gesetz
(—a A ==b) v (=—a A =b) nach Regel 19, de Morgansches Gesetz
(ma A b) Vv (anA-b) nach Regel 9, Doppelte Negation
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d) (raAb)v(@aan-b))v (@ b)arana-b)

es wird erstmal nur der rechte Teil untersucht:
(@aeb)aran-b

(@a2>b)a(b>a)Aan-b nach Regel 24
(ravb)A(=bva)Aaana-b nach Regel 22
((an (ﬁa vb))v(=bA(-avb)))ran-b nach Regel 12
(@n—-a)v(aab)v(-an-b)v(bAa-b)Aranan-b nach Regel 12
(@Ab)v(-an-=b)AanA-b nach Regel 7
(@A —=b)A(aAb))v((@an-=b)A(-a A =b)) nach Regel 15
(anan-bab)v(@an-an-ba-=b) nach Regel 10
(@anan0)v(0A-ba-b) nach Regel 7
ovo nach Regel 1
0 nach Regel 6

somit gilt nach Regel 3 lediglich der linke Term des Ausgangsaudrucks:
(ma Ab)Vv(ana-b)
2. Erzeugen Sie die DNF und CNF der vereinfachten Ausdriicke!
DNF:
(ma A b)Vv(anA=b) Ergebnis der Umformungen

CNF (siehe auch Aufgabenstellung b)):
(ma Ab)V(aA-b)

(@av(-aAb)A(=bvVv(-aAb)) nach Regel 17
(av-a)Aa(avb)a(=bv=-a)A(=bvbhb) nach Regel 13
TA(@VDb)A(-bv-a)Aa1 nach Regel 8
(avb)A(=bv-a) nach Regel 2
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Ubungsblatt 5

Aufgabe 1: Begriffe und Definitionen

1.

Was ist das Prinzip der Resolution, der Refutation und Resolutionsrefutation? (2-55ff)

Resolution: Systematische automatisierbare Methode zur Ableitung der Widerspruchs-
freiheit von aussagenlogischen Ausdriicken
Refutation: der Widerspruchsbeweis

Resolutionsrefutation: Ableitung von Falsum durch Resolution aus einer Klauselmenge

. Welche Regeln gelten fiir die Resolvierung von Klauseln? (2-58)

res (C1, C2) = (C1\{L}) u (C2\{-L})
res ({L}, {-L}) =L

Erlautern Sie die Begriffe Pradikat und Quantor! (2-68f)

Pradikat: zur Beschreibung von Objekt-Eigenschaften und von Beziehungen zwischen Objekten
Quantor: vV All-Quantor, "fUr alle"
1 Existenz-Quantor, "es existiert"

Wann ist ein Pradikat, eine Formel erfillbar bzw. giltig? (2-72)

Erfillbarkeit von Pradikaten:
Ein n-stelliges Pradikat P heilt erfiillbar, wenn es mindestens x4, ..., X, € M gibt, so dass
P(x4, ..., Xn) = TRUE

Glltigkeit von Pradikaten:
Ein n-stelliges Pradikat P heift gultig, wenn fir alle x4, ..., X, € M gilt, so dass P(x, ..., x,) = TRUE

Erfullbarkeit von Formeln:
Eine Formel heil3t erflillbar, wenn sie mindenstens eine Interpretation besitzt, welche die Formel zu
einem erflillbaren Pradikat macht.

Gultigkeit von Formeln:
Eine Formel heil’t giltig, wenn jede Interpretaion die Formel zu einem erfullbaren Pradikat macht.

Aufgabe 2: Resolventen

Bestimmen Sie die Resolventen folgender Klauselpaare:
a) {p1}, {-p1}

res({p1}, {-p1}) = L

b) {p15 "pz, p3}’ {p1! _'p3}

res({p1, —=p2, p3}, {p1, -p3}) = {p1, -p2}

C) {p1! —p2, =p3, p4}! {p2, _'p3}

res({p1, =p2, -p3, p4}, {p2, -p3}) = {p1, -p3, p4}

d) {p1! _'pzs p3! p4}! {p1! pzs _'p3}

res({p1, -p2, p3, p4}, {p1, p2, —-p3}) = {p1, p3, —=p3, p4} oder {p1, p2, ~p2, p4}
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Aufgabe 3: Resolution

Welche der folgenden Klauselmengen sind nicht widerspruchsfrei:
a) {{_'p1’ PZ, p3}5 {_'p1’ —|p2}, {p1}, {_'p3}}
{{-p1, p2, p3}, {-p1, -p2}, {p1}, {-P3}}

N /
{=p1, p3}
\

{p3}

\

Die Klauselmengen sind nicht widerspruchsfrei.

b) {{-p1, p2}, {p1, -p2}, {p2, p1}}
{{=p1, P2}, {p1, -p2}, {p2, p1}} {{=p1, p2}, {p1, -p2}, {p2, p1}}

1

{p2, p1} {p1, p2}

|
|
{p2, —p2} : {-p1, p1}
|
|

{{=p1, p2}, {p1, -p2}, {p2, p1}} {{-p1, p2}, {p1, ~p2}, {p2, p1}}

/

{p1}
Die Klauselmengen sind widerspruchsfrei.

c) {{p1, ~p2, ~p3}, {-p1, -p3}, {-p1, p2, =p3}}

Das Literal —=p3 steht in jeder Klausel und lasst sich somit nicht eliminieren > Die Klauselmengen
sind widerspruchsfrei.

l
|
{p2} : {1}
|
|
! {r2}

d) {{-p1, -p2, p8}, {pP3}, {-p1, p4}, {-p3}}
{{=p1, -p2, p8}, {p3}, {-p1, p4}, {(-p3}

1

/

1

/

1

Die Klauselmengen sind nicht widerspruchsfrei.
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Aufgabe 4: Resolutionsrefutation
Sind folgende Aussagen wahr? Priifen Sie mit Hilfe des Resolutionsprinzips!
1. Wenn A - B gilt und —=(-A A B) gilt, dann gilt auch A &< B

(A>B)A-(-AAB)A (Ao B)
(-AVB)A(AvV-B)A—=((-AVB)A(AvV -B))
(-AVB)A(AV-B)A(=(-AvVvB)v-=(Av-B))
(-AvVB)A(AV-B)A((AA-B)V (-AAB))
(-AVvB)AAV-B)A(AVB)A(-AvV-B)

{{-A B} {A B}, {A B}, {-A -B}}
{B}

{-B}

/

1

Nicht widerspruchsfrei --> zu beweisende Aussage ist wahr!

2. Wenn A - B wabhr ist und B wahr ist, dann ist auch A A B wahr

(A B)A (B) A —(AAB)
(-AV B) A (B) A (-A v —B)

{{-A B} {BL {-A, -B}} | {{-A B} {B} {-A -B}}

:
{{-A} {B}} | {-A B A

Nach Prifen aller Wege widerspruchsfrei --> zu beweisende Aussage ist falsch!

Aufgabe 5: Pradikate und Quantoren
Ubersetzen Sie in priadikatenlogische Ausdriicke
a) Jede gerade Zahl ist durch 2 teilbar

(Yx) (Gerade(x) = Teilbar(x,2)) x e N

b) Es gibt keine Primzahl zwischen 1 und 100
=(3x) (Primzahl(x) A Zwischen(x,1,100)) x € N

c) Ist die natiirliche Zahl x gréBer als die natiirliche Zahl y, dann ist auch der Nachfolger von x
groBer als der Nachfolger von y

(Yx,y,z,a) ((Grdler(x,y) A Nachfolger(x,z) A Nachfolger(y,a)) > GroéRer(z,a))

d) Jeder liebt Paris (die Stadt)
(vx) liebt (x,P) x € Person, P = Stadt Paris

e) Nicht jeder ist reich
-(¥x) (Person(x) = Reich(x))
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Ubungsblatt 6

Aufgabe 1: Definitionen

1. Geben Sie fiir folgende Konstrukte die entsprechenden Definitionen an:

a)

b)

ungerichteter Graph, gerichteter Graph, kantenmarkierter und ungerichteter Graph, kno-
tenmarkierter und gerichteter Graph (3-9ff)

- ungerichteter Graph:

G = (V,E) heil’t ungerichteter Graph, falls gilt:

(i) V = Jist endliche Menge von Knoten (V = Vertices)

(ii) E ist eine Menge ein- und zweielementiger Teilmengen von V.
E heit Kantenmenge, ein Paar {u,v} € E heil3t Kante. Eine Kante {u} heift Schlinge (E =
Edges).

(-0

- gerichteter Graph:

G = (V,E) heil’t gerichteter Graph, falls gilt:

(i) V = Jist endliche Menge von Knoten (V = Vertices)

(i) E ¢ V x V heildt Kantenmenge. Elemente von E heilen Kanten (E: Edges). Schreibweise:
(u,v) oderu > v.

- kantenmarkierter und ungerichteter Graph:

G=(V.E9)
g: E 2 Mg (Menge naturlicher/reeler Zahlen)

- knotenmarkierter und gerichteter Graph:

G=(V,E))
f: V. 2> My (Menge naturlicher/reeler Zahlen)

16,8 14,2
15,5 19,0

Kantenfolge, Kantenzug, Weg, Zyklus (3-117f)

Kantenfolge: Eine Verbindung zwischen zwei Knoten, wobei alle Kanten € E sein missen.
Kantenzug: Eine Kantenfolge, in der keine Kante doppelt vorkommt.

Weg: Ein Kantenzug, in dem kein Knoten doppelt vorkommt.

Zyklus: Eine geschlossene Kantenfolge, bei dem ein Weg entsteht, wenn der Endknoten ent-
fernt wird.
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2. Nennen Sie die Eigenschaften des Euler-Zyklus und des Hamilton-Zyklus. (3-29, 3-34)

Ein Eulerscher Zyklus in einem Graphen G ist ein geschlossener Kantenzug, in dem
jede Kante von G genau einmal durchlaufen wird.

Euler-Zyklus:

Hamilton-Zyklus: Ein Hamiltonscher Zyklus in einem Graphen G ist ein Zyklus, der jeden Knoten von
G enthalt. D.h. es gibt einen Zyklus der Lange |V|, der alle Knoten genau einmal be-
sucht. Graphen mit dieser Eigenschaft heiRen Hamiltonsche Graphen.

Aufgabe 2: Kantenfolge, Kantenzug, Weg, Zyklus

Uberpriifen Sie fiir jede der angegebenen Sequenzen von Knoten k;
(fir den gegebenen Graphen) die folgenden Aussagen (1 bis 4):

1. Die Sequenz ist ein Kantenzug (evtl. geschlossen?)
2. Die Sequenz ist eine Kantenfolge

3. Die Sequenz ist ein Weg

4. Die Sequenz ist ein Zyklus

k1 = (1!2’4!7)’ k2 = (1!2’658’9), k3 = (3,2!451’2,6!352), k4 = (6!9’854’1,25659)!
ks = (2,6,9,8,6,3,2), k¢ = (4,1,2,6,3,2,4,1,2,4), k; = (3,2,4,1,2), kg = (4,1,2,6,9,8)

Kantenzug Kantenfolge Weg Zyklus
k4 ja ja ja nein
ks nein nein nein nein
ks nein ja nein nein
k4 ja (geschl.) ja nein ja
ks ja (geschl.) ja nein nein
ke nein ja nein nein
ks ja ja nein nein
Ks ja ja ja nein

Aufgabe 3: Binare Suchbaume

Bauen Sie fiir die folgenden Schliissel einen binaren Suchbaum auf und stellen Sie diesen gra-
phisch dar. Die Schliissel sind genau in der vorgegebenen Reihenfolge einzufiigen:

Schlisselfolge: 17, 16, 150, 20, 22, 21, 4, 23, 18, 2, 0, 19, 1, 50, 7, 24

17
’//\
16 150
_— _—
4 20
/\ /\
2 7 18 22
0 19 21 23
T~ T~
1 50
/
24

a) Durchlaufen Sie den Baum nach den drei Strategien Preorder, Inorder und Postorder. (3-26)

Preorder (Wurzel, linker Teilbaum, rechter Teilbaum):
17,16,4,2,0,1, 7,150, 20, 18, 19, 22, 21, 23, 50, 24

Inorder (linker Teilbaum, Wurzel, rechter Teilbaum):
0,1,2,4,7,16, 17,18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 50, 150

Postorder (linker Teilbaum, rechter Teilbaum, Wurzel):
1,0,2,7,4,16, 19, 18, 21, 24, 50, 23, 22, 20, 150, 17
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b) Es soll die Wurzel (Knoten 17) geloscht werden, ohne dass der Baum vollig neu aufgebaut
wird. Verwenden Sie die beiden hierfiir aus der Vorlesung bekannten Verfahren, und erlau-
tern Sie diese jeweils kurz.

Methode 1:

Hange rechten Teilbaum von n ein als rechten
Teilbaum des grofiten Knotens des linken
Sohns von n.

Methode 2:

Hange linken Teilbaum von n ein als linken
Teilbaum des kleinsten Knotens des rechten
Sohns von n.

Aufgabe 4: Zyklus
1. Geben Sie einen Graphen an, der einen Hamilton-Zyklus, aber keinen Euler-Zyklus enthilt.

2. Geben Sie einen Graphen an, der einen Euler-Zyklus, aber keinen Hamilton-Zyklus enthalt.

3. Existiert ein Euler-Zyklus fiir den aquivalenten ungerichteten Graph zum Graph aus Aufgabe
27? Begriinden Sie die Antwort.

Nein, dies ist nicht mdglich, da nicht alle Knoten einen graden Grad besitzen.
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Ubungsblatt 7

Aufgabe 1: Zusammenhang

gt W—2—3) c2 W—2—0)
Yy b

a) Grenzen Sie Zusammenhangskomponente und Aquivalenzklasse voneinander ab! (3-54f, 3-
58)

Zusammenhangskomponente

Ein zusammenhangender Teilgraph Z heil’t Zusammenhangskomponente von G, wenn er maximal
ist, d.h. es existiert kein Knoten v e G A v ¢ Z, so dass der um v erweiterte Graph Z zusammen-
hangend ware.

Aquivalenzklasse

Sei G = (Vg, Eg) ein gerichteter Graph, u,v € V. u ~ v (wegeaquivalent): « es gibt eine Kantenfol-
ge von u nach v und eine von v nach u. K[u] bezeichnet die Aquivalenklasse von u, d.h. K[u] = {v
V|u~v}

Wahrend das Ergebnis einer Zusammenhangskomponente also ein Teilgraph darstellt, bestehen
Aquivalenzklassen aus Knotenmengen.
b) Was ist die Kanten- bzw. Knotenzusammenhangszahl? (3-60f)

Kantenzusammenhangszahl: Wieviele Kanten muss man minimal entfernen, damit der Graph in
mindestens 2 Teilgraphen zerfallt.

Knotenzusammenhangszahl: Wieviele Knoten muss man minimal entfernen, damit der Graph in
mindestens 2 Teilgraphen zerfallt.

c) Erstellen Sie die Adjazenzmatrix fiir den Graphen G1!
1

OB WNM=

[ellelb le]e] )

OO |OO|=|N
OO0~ |O|W
OO0 |O|O|O|~
= O|0|O(=~|O|0
oo|lo|—~|O|l0O|®

d) Bestimmen Sie alle Aquivalenzklassen von G1!
K1 =1{3,6,5}, K2 = {2}, Ks = {1}, Ky = {4}

e) Bestimmen Sie Kanten- bzw. Knotenzusammenhangszahl von Graph G2!

Kantenzusammenhangszahl: 2 (z.B. (2,3) und (3,6) entfernen, Knoten 3 isoliert)
Knotenzusammenhangszahl: 2 (z.B. Knoten 2 und 5 entfernen, es entstehen zwei Teilgraphen)

Aufgabe 2: Traversierung ungerichteter Graphen

a) Geben Sie die Definitionen des graphisch reprasentierten Graphen an.
G=(V,E)
v={1,23456,7,89 10, 11,12}
E={(1,2), (2,5), (2,7), (3,7), (5.9), (5,10), (6,10), (7,8), (7,10), (7,11), (8,12), (10,11), (11,12)}
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b) Fiihren Sie bei dem Graphen Tiefen- und Breitendurchlaufe durch, jeweils beginnend mit
Knoten 1 und 11. Falls an einem Knoten alternative Fortsetzungen méglich sind, wahlen Sie
die Kante, die jeweils zum Knoten mit der groBerene Knotenmarkierung fiihrt. (3-45, 3-51)

DFS (Start1):1,2,7,11,12,8,10,6, 5,9, 3
DFS (Start 11): 11,12, 8,7,10,6,5,9,2,1, 3
BFS (Start1):1,2,7,5,11,10,8,3,9, 12,6
BFS (Start 11): 11, 12,10, 7, 8,6, 5, 3,2, 9, 1

c) Geben Sie einen Spannbaum des Graphen an.

O— ® ®
& ©® O—0O
® W——©)

Aufgabe 3: Kiirzeste Wege
a) Was ist die Lange eines Wegs (formale Definition)? (3-70)
Summe der Kantenmarkierungen entlang eines Weges.
b) Welche 3 typischen Fragestellungen sind lhnen im Zusammenhang mit kiirzesten Wegen
innerhalb von Graphen bekannt? (3-71)
1) Gesucht wird der kiirzeste Weg zwischen zwei gegebenen Knoten.
2) Gesucht werden die kiirzesten Wege von einem gegebenen Knoten zu allen anderen Knoten.

3) Alle Kanten haben die Bewertung 1, gesucht wird der Weg mit den wenigsten zu besuchenden
Knoten.

Aufgabe 4: Minimale Wege in unbewerteten Graphen

Der gegebene unbewertete und ungerichtete Graph G = (V,E) stellt ein Rechnernetz dar. Die
Ubertragungsraten und Entfernungen zwischen den einzelnen Knoten werden als identisch
angenommen, wodurch die Gewichtung der Kanten entfalit.

Ein Paket soll von Rechner 3 zu Rechner 7 libertragen werden. Welche Routing-Strecke sollte
gewahlt werden, damit das Paket schnellstmoglich ans Ziel gelangt?
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Aufgabe 5: Minimale Wege in kantenbewerteten Graphen

Der gegebene kantenbewertete ungerichtete Graph G = (V,E,y) stellt ein Rechnernetz dar, die
Kantengewichtungsfunktion y: E > R+ gibt die Zeit in ms (= Millisekunden) an, in der ein Da-
tenpaket konstanter GroRe liber die Strecke E Uibertragen wird.

Ein Paket soll von Rechner 1 zu Rechner 7 libertragen werden. Welche Routing-Strecke sollte
gewdhlt werden, damit das Datenpaket schnellstméglich ans Ziel gelangt?

Klrzester Weg: 1-2-6-7

Aufgabe 6: Minimaler Spannbaum

Ermitteln Sie den minimalen Spannbaum fiir den Graphen aus Aufgabe 5. Verwenden Sie die
Algorithmen nach

a) Kruskal

b) Prim.

Es ergibt sich der gleiche minimale Spannbaum wie in Aufgabe a).

Aufgabe 7: Transitive Hiille
Geben Sie die transitive Hiille fiir den Graph G1 aus Aufgabe 1 an! (3-57)
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Ubungsblatt 8

Aufgabe 1: Fliisse in Netzwerken

In dem unten angegebenen Netzwerk N = (G,c,s.t) ist ein Fluss bereits eingetragen.

a) Was sind die Bestandteile eines Netzwerks? (3-83)

G = Graph mit den Eigenschaften
- schwach zusammenhangend
- schlicht (d.h. keine Schlingen, keine Mehrfachkanten)
- gerichtet

¢ = Kapazitatsfunktion E > N*, die jeder Kante e aus E eine Kapazitat c(e) zuweist
s = Quelle, Knoten mit Eingangsgrad 0

t = Senke, Knoten mit Ausgangsgrad 0

b) Ist der angegebene Fluss giiltig? (3-84)
Ja, er ist gliltig, da er folgende Eigenschaften besitzt:
1) 0=f(e)<c(e)

2) Firsundtgilt
2fle) = Zf(e)
e € O(s) e e l(t)

3) Furalle v = s,t gilt die Flusserhaltung
>fle) = Zf(e)
e € O(v) e el(v)

c) Was ist der Wert des Flusses? Lasst sich der Wert des Flusses erhéhen? (3-85)
d=Zxf(e) = Xfle) =4
e € O(s) e e l(t)

Der Wert lasst sich auf 6 erhdhen, da sowohl auf dem Weg (s, u, v, t) als auch auf dem Weg
(s, X, Y, z, t) jeweils noch eine freie Kapazitat von 1 vorhanden ist.

d) Gegeben sei der Schnitt A(X,X) mit X = {s,x,z}. Welche Kapazitat besitzt A, wie groB ist der
Wert des Flusses von X nach X (f(X,X))?

Strecke | Kapazitit | Wert d. Flusses
s,u 3 1
X,W 3 2
X,Y 2 1
z,t 3 2
Gesamt 11 6
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Aufgabe 2: Fliisse u. Netzwerke

a) Was besagt der Satz der Flusserhaltung (natiirlichsprachlich u. formal)? (3-89)

Der Wert des Flusses der eingehenden Kanten eines Knotens muss dem Wert des Flusses der
ausgehenden Kanten entsprechen.

Flusserhaltung in einem Netzwerk:
Der Fluss f im Netzwerk N habe den Wert d, A(X,X) sei ein Schnitt in N, dann gilt:

1) d=f(X,X)-f(X,X) (Flussbilanz bzgl. Schnitt ist identisch mit dem Fluss im Netzwerk)
2) d<c(XX) (Fluss wird durch Kapazitat beschrankt)

b) Was besagt das Max-Flow-Min-Cut-Theorem? (3-92)

Sei N ein Netzwerk mit Kapazitatsfunktion c. N besitzt einen maximalen Fluss f in N mit dem Wert
min {c(X,X): A(X,X) ist ein Schnitt}

Der maximale Fluss entspricht also dem minimalen Schnitt.

¢) Erzeugen Sie zu dem unten angegebenen Fluss inkrementell den maximalen Fluss. Zeigen

Sie, dass es sich um den maximalen Fluss handelt.

1) (s,uvt) —>d=1
2) (s,u,v,t) >d=2
3) (sxw,v,t) >d=3
4) (sxw,zt) >d=4
5) (s,xy,zt) >d=5
6) (s,xy,zt) >d=6

Zeige, dass der Fluss maximal ist:

Betrachtet man die Senke t, so haben die eingehenden Kanten eine maximale Kapazitat ¢ von 6.

Der angegebene Fluss hat ebenfalls einen Wert von 6. Bei einer weiteren Erhéhung ware die not-
wendige Eigenschaft, dass der Wert des Flusses die Kapazitat nicht Gbersteigen darf, nicht mehr
erfullt.

Aufgabe 3: Hashing

Erlautern Sie folgende Begriffe:
a) perfektes Hashing (3-115)

Ein Hashing ohne Kollisionen nennt man perfektes Hashing.

b) lineares und quadratisches Sondieren (3-1217ff)

Lineares Sondieren:

Tritt beim Berechnen der Hash-Adresse eine Kollision auf, so wird vom Kollisionsort sequentiell der
nachst freie Speicherbereich gesucht, bis ein freier Speicherplatz gefunden oder der Ausgangs-
punkt erreicht wird.

Quadratisches Sondieren:
Anstelle der sequentiellen Suche W|rd die Schrittweite beim Quadratischen Sondieren von Schritt
zu Schritt modifiziert (h(s) = (h(s) + i ) i = Anzahl der Kollisionen).

doppeltes Hashing (3-124)

Beim doppelten Hashing werden zwei voneinander unabhangige Hashfunktionen zum Ermitteln der
Adresse fir einen Schlussel verwendet.
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Aufgabe 4: Hashing

Es sind Schliissel aus dem Wertebereich [0 - (106-1)] (6-stellige natiirliche Zahlen) in eine
Hash-Tabelle mit dem Adressbereich [0 - 999] (3 stellige natiirliche Zahlen) abzubilden. Gege-
ben ist folgende Hash-Funktion (zunachst ohne Kollisionsauflésung):

h(s) = h(s1 s2 s3 s4 s5 s6) = 100*s4 + 10*s5 + 1*s6, d.h. h(s) =s mod 1000
a) Geben Sie fiir folgende Schliissel s die Adresse h(s) an:
000455, 123456, 223344, 100344, 012300, 123345, 099343, 998345

s h(s)
000455 | 455
123456 | 456
223344 | 344
100344 | 344
012300 | 300
123345 | 345
099343 | 343
998345 | 345

b) Zur Kollisionsauflésung verwenden Sie eine erweiterte Form des quadratischen Sondierens
in Form des so genannten Doppel-Hashings:

hi(s) = (h(s) + g(s)*i*i) mod 1000.
Verwenden Sie fiir g die Funktion
d(s) =100*s1 + 10*s2 + 1*s3

Zunachst verwenden Sie i=1, bei erneuter Kollision setzen Sie i=2, usw. Berechnen Sie die
Adressen fiir die in a) genannten Schliissel, diesmal mit Kollisionsauflésung.

S h(s) | hi(s) | ha(s)
000455 | 455
123456 | 456
223344 | 344
100344 | 344 444
012300 | 300
123345 | 345
099343 | 343
998345 | 345 343 337
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Ubungsblatt 9

Aufgabe 1: Petri-Netze

a)

b)

d)

e)

Petri-Netze sind bipartite Graphen. Was bedeutet das? (4-3)

Petri-Netze bestehen aus zwei unterschiedlichen Knotentypen. So bestehen zum Beispiel S/T-
Netze aus Stellen und Transitionen.

Was versteht man unter dem Vorbereich einer Transition? Was ist der Nachbereich einer
Transition? (4-7)

Stellen, die zur Transition hinfihren, nennt man Vorbereich der Transition.
Stellen, die von der Transition wegflihren, nennt man Nachbereich.

Vorbereich  Nachbereich

Kann der Vorbereich einer Transition aus der leeren Menge bestehen? Wie ist es mit dem
Nachbereich? (4-21)

Ja, sowohl der Vor- als auch der Nachbereich einer Transition kann aus der leeren Menge beste-
hen.

Miissen Vor- und Nachbereiche von jeweils zwei oder auch mehreren Transitionen disjunkt
sein? Kann der Vorbereich einer Transition identisch mit ihrem Nachbereich sein? Geben
Sie jeweils kleine Beispiele an, welche die Situation illustrieren. (4-31)

Nein, mehrere Transitionen durfen jeweils identische Vor- und Nachbereiche haben.

#

2

Ja, der Vorbereich einer Transition kann identisch mit dem Nachbereich sein.

o=

Betrachten Sie zwei aktivierte Transitionen, welche disjunkte Vorbereiche besitzen und da-
her auch nicht um Marken konkurrieren. Kénnen diese Transitionen dann gleichzeitig schal-
ten? (4-13)

Nein, gleichzeitiges Schalten ist in einem Petri-Netz nicht méglich. Es kann immer nur eine Transi-
tion schalten.

s1 t
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Aufgabe 2: Petri-Netze und wechselseitiger Ausschluss

Prozess1 Prozess2

a) Geben Sie zwei zulassige Schaltfolgen der Lange > 4 an! (4-40f)
b) Geben Sie fiir jede dieser Schaltfolgen den Haufigkeitsvektor an! (4-40f)
a) f1 =11, 12, t1, t2, t1 b) w(f1)=(3,2,0,0)
f2 =13, t4, t1, t2, 13 w(f2) =(1,1,2,1)

c) Erstellen Sie den Erreichbarkeitsgraphen! (4-38)

01100 [1001,0

d) Ist der wechselseitige Aussschluss auch noch unter den Startmarkierungen M = (2,0,3,0,1)
und M' = (1,0,1,0,2) gewahrleistet?

Fir den wechselseitigen Ausschluss ist es fur dieses spezielle Netz nétig, dass auf den Stellen S,,
S4, und S5 zusammen nur eine Marke liegt. Deswegen funktioniert der wechselseitige Ausschluss
fur die Markierung M, fiir die Markierung M’ jedoch nicht.

Aufgabe 3: Verkehrsampel als S/T-Netz
Das folgende S/T-Netz zeigt den permanenten rot-griin-Wechsel an einer Verkehrsampel.

rot

griin

a) Konstruieren Sie ein S/T-Netz, welches zwei gekoppelte Ampeln darstellt, die jeweils gegen-
satzliche Farben zeigen.

b) Welche Moglichkeiten existieren, die Korrektheit der Schaltung nachzuweisen?

- Markenspiel

- Inzidenzmatrix (4-10)

- Erreichbarkeitsbaum (4-38)
- Uberdeckungsbaum (4-38)
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Ubungsblatt 10

Aufgabe 1: S/T-Netze

a)

b)

d)

Was ist ein S/T-Netz? (4-9)
Ein S/T-Netz ist ein spezielles Petri-Netz mit Stellen und Transitionen als Knoten.

Formale Definition:

Ein Stellen/Transitions-Netz ist ein 4-Tupel ST = (S, T, C’, C"), wobei gilt:
1) S ist eine endliche, nichtleere Menge von n Stellen, als [S| = n.

2) T ist eine endliche, nichtleere Menge von m Transitionen, also |T| = m.
3) Die Riickwarts-Inzidenzdmatrix C” ist eine n x m - Matrix mit C’; aus No.
4) Die Vorwarts-Inzidenzmatrix C" ist eine n x m - Matrix mit C"; aus N,.

Welche Lebendigkeitsgrade unterscheidet man innerhalb von S/T-Netzen? (4-29f)

Lebendigkeitsgrade von Transitionen:

e Eine Transition t eines markierten S/T-Netzes (S, T, C, C*, M) heit tot, wenn sie unter keiner
erreichbaren Markierung aktiviert ist.

e Eine Transition t heil3t aktivierbar, wenn sie unter mindestens einer Folgemarkierung aktiviert
ist.

o Eine Transition t heil3t lebendig, wenn sie unter allen Folgemarkierungen aktivierbar ist.

Lebendigkeitsgrade von S/T-Netzen:
e Ein markiertes S/T-Netz heil3t tot, wenn alle Transitionen tot sind.

e Ein markiertes S/T-Netz heil3t schwach lebendig oder deadlockfrei, wenn es unter keiner Fol-
gemarkierung tot ist, d.h. mindestens eine Transition muss lebendig sein.

e Ein markiertes S/T-Netz heillt stark lebendig oder lebendig, wenn all seine Transitionen leben-
dig sind.

Was bedeutet Beschréanktheit eines S/T-Netzes? (4-36)

Ein S/T-Netz heil3t beschrankt, wenn die Markenanzahl auf jeder Stelle eine gegebene obere
Schranke nicht tiberschreiten kann. So bedeutet z.B. k-Beschranktheit, dass bei jeder erreichbaren
Markierung auf der Stellen maximal k Marken liegen.

Wie lasst sich fiir ein gegebenes markiertes S/T-Netz eine Folgemarkierung rechnerisch er-
mitteln? (4-15, 4-42)

Far eine erreichbare Folgemarkierung M und einen Haufigkeitsvektor w (mit einer glltigen Schalt-
folge) gilt: M =Mp + C * w.
Die direkte Folgemarkierung M' ist gegeben durch M'=M + C * g;.
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Aufgabe 2: Erreichbarkeitsgraphen

b) Welchen Lebendigkeitsgrad haben die Transitionen t1, t2, t3 und das Gesamtsystem?

d)

Transitionen t1 und t3 sind lebendig, Transitionen t2 ist aktivierbar. Somit ist das Gesamtsystem
schwach lebendig.

Welche Eigenschaften hat ein Erreichbarkeitsgraph, wenn ein System tot, schwach leben-
dig, stark lebendig ist? (4-32)

Wenn es eine Markierung gibt, aus der keine Kante herausfuhrt, so ist das System in dieser Mar-
kierung tot. Wenn diese Markierung die Startmarkierung My ist, so ist das Gesamtsystem tot.

Das System ist schwach lebendig, wenn jeder Knoten mindestens eine ausgehende Kante besitzt.
Das System ist stark lebendig, wenn fiir jeden Knoten eine giiltige Kantenfolge existiert, die alle
Transitionen des Netzes als Etikett besitzt.

Wie lasst sich der Lebendigkeitsgrad einer Transition aus einem Erreichbarkeitsgraphen
ermitteln?

tot: von einem bestimmten Knoten aus ist sie nicht mehr Bestandteil fur alle gultigen Kantenfolgen
lebendig: fur jeden Knoten gibt es eine Kantenfolge, die diese Transition als Etikett enthalt
aktivierbar: fur mind. einen Knoten gibt es eine Kantenfolge, die diese Transition als Etikett enthalt
aktiviert: fir den Startknoten gibt es eine Kantenfolge der Lange 1, die diese Transition als Etikett
enthalt

Grenzen Sie Erreichbarkeitsbaum, Erreichbarkeitsgraph und Uberdeckungsbaum voneinan-
der ab!

Der Erreichbarkeitsbaum bildet innere Knoten des Erreichbarkeitsgraphen als Blatt ab.

Der Uberdeckungsbaum beschreibt einen unendlichen Erreichbarkeitsbaum mit endlichen Mitteln.
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Aufgabe 3: Eigenschaften von Petri-Netzen

a)

b)

Ermitteln Sie, ob die Markierung (0,0,1,1) erreichbar ist. Wie ist das rechnerisch zu belegen?
M=Myg+C*w

M, = (1,0,0,0)
10 1
110

C=l 2 144
01 -1

Gleichungssystem:

0=1-W1+W3

0= W1 - Wy

1= 2W1 - W3- W3
1T=wy- W3
Ldsungsvektor:

w=(A+1, A+1, ), L e Ng
Die Markierung (0,0,1,1) ist also zum Beispiel mit dem gultigen Haufigkeitsvektor (1,1,0) erreichbar.

Ermitteln Sie rechnerisch die Markierung, die sich aus der Schaltfolge f = (t1,t2,t3,t1) ergibt.
M=My+C*w
w=(2,1,1)

10 1
. 1-1o*f_
21|47
01 -1

Uberpriifen Sie das angegebene Petri-Netz auf folgende Eigenschaften:
- Lebendigkeitsgrad der Transition t3
- Lebendigkeitsgrad des Systems

O OO -
1
oON -0

Sowohl die Transition t3 als auch das Gesamtsystem sind stark lebendig.
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Aufgabe 4: S/T-Invarianten

s4

a)

b)

d)

f)

Was sind S- und T-Invarianten (formale Definition, Interpretation)? (4-54, 4-59)

S-Invariante:

v * M ist konstant fur alle von M erreichbaren Markierungen.

Ein Vektor v € Z", v # 0, heiltt S-Invariante genau dann, wenn v * C = 0.

Zusatzlich muss gelten, dass v * M = v * M, fur alle von My erreichbaren Markierungen.

T-Invariante:
Nach einer glltigen Schaltfolge wird die Ausgangsmarkierung wieder erreicht.
Ein Haufigkeitsvektor w aus Z™, w = 0, heil’t T-Invariante genau dann, wenn gilt C * w = 0.

Argumentieren Sie, welche S- und T-Invarianten zu erwarten sind!

S-Invarianten: v; = (1,0,1,0), v, = (0,0,1,1), v3 = (3,1,0,0), v4 = (0,1,0,3)
T-Invarianten: w = (1,1)

Berechnen Sie die S- und T-Invarianten!

-1 1

3 -3

1 -1

-1 1
S-Invarianten: v*C =0
-V +3V2+V3-V4=0
V1-3V2-V3+V4=0

C=

T-Invarianten: C*w =0
Wi = W
Geben Sie fiir die gegebene Markierung die sog. Summenschreibweise der S-Invarianten an!

Vi #s1 +#s3=3

Vo: #s3 + #s4 =3

v3: 3 *#s1 +#s2=9

Vi #s2 +3*#s4 =9

Argumentieren Sie mittels der S-Invarianten, ob die Markierung (1,4,2,1) erreichbar ist.

Die Markierung erflllt die S-Invarianten v; und v, nicht, somit ist sie nicht erreichbar.

Welche Schaltfolgen fiihren zu der Ausgangsmarkierung?

Alle T-Invarianten, also Schaltfolgen mit dem Haufigkeitsvektor w = (A,1), A € Nq.
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Ubungsblatt 11

Aufgabe 1: S/T-Netze

a) Was bedeutet Reproduzierbarkeit bei S/T-Netzen? (4-58)
Reproduzierbarkeit einer Markierung bedeutet, dass diese Markenbelegung nach einer Folge von
Transitionsschaltungen wieder auftritt (> T-Invariante).

b) Nennen Sie eine notwendige Bedingung fiir die Erreichbarkeit einer Markierung M eines S/T-
Netzes. (4-42)
Far eine erreichbare Folgemarkierung M und einen gultigen Haufigkeitsvektor w gilt:
M=My+C*w

c) Was bedeutet Widerspruchsfreiheit in einem B/E-Netz? (4-76)
Ein B/E-Netz heil3t widerspruchsfrei, wenn fir alle Stellen S; gilt:
Entweder Stelle S; oder ihr Gegenteil S; tragt eine Marke.

d) Kénnen Sie mit Hilfe einer Erreichbarkeitsanalyse die gleichen Aussagen gewinnen wie
durch eine Invariantenanalyse?

Invariantenanalyse: C * w = 0, die Markierung spielt keine Rolle
Erreichbarkeitsanalyse: M' = My + C * W, mehr Analysemdglichkeiten

Erreichbarkeitsanalyse Invariantenanalyse
Beschrinktheit v v
Lebendigkeit v X
Reproduzierbarkeit v v

Aufgabe 2: Uberdeckungsbaum

t | 7]

s1 s2

s3

a) Geben Sie fiir das oben angegebene Petri-Netz die formale Definition an.

ST=(S,T,C", C, M)
S= {81, So, S3}

T= {t1, t2, t3, t4}

Mo = (0,1,1)

c’ t (o3 t;

N =

Sj Si

~O|O0(W

O|IO0(ON

WIN (=

Ol |-
oo~
OO |=>
o= O|N
O|l==W
= O|Oo|~
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b) Erstellen Sie fiir das unten angegebene Netz unter der Startmarkierung M0 = (0,1,1) den U-
berdeckungsbaum.

c) Uberpriifen Sie die Transitionen und das gesamte Netz bzgl. ihrer Lebendigkeit unter der M’
=(0,0,1).

Da alle Blatter als innere Knoten wieder vorkommen, gibt es keine Markierung in der das Netz tot
ist. Es sind alle Transitionen und somit auch das gesamte Netz (stark) lebendig.

d) Zeigen Sie, dass das Netz unbeschriankt ist.
Die Stelle s2 ist unbeschrankt - im Uberdeckungsbaum an dem Zeichen « erkennbar. Wenn eine
Stelle unbeschrankt ist, so ist das gesamte Netz unbeschrankt.

e) Wie lasst sich das angegebene Netz 1-beschranken?

Méglichkeit 1 (zusatzliche Kontrollstelle s4):

Moghchkelt 2 ( Verbotskante)

T

Mogllchkelt 3( Stellenkapa2|tat beschranken):

2

f) Ist das 1-beschrankte S/T-Netz vollstandig?

Nein, da z.B. t2 einen Vorbereich, aber keinen Nachbereich besitzt.

d) Ermitteln Sie die S- und T-Invarianten ohne Rechnung.

S-Invarianten: T-Invarianten:
vy =(1,0,1) w(fy) =(1,0,1,1)
w(fz) =(1,1,0,0)
h) Zeigen Sie iiber S-Invarianten, dass die Markierung M" = (2,0,1) von M, nicht erreichbar ist.

Die Markierung M" erflllt die S-Invariante #s1 + #s3 = 1 nicht, also ist sie nicht erreichbar.
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Aufgabe 3: Produzent / Konsument

s1 s4
t1 t3
s2 s3
s5
— v
2 t4

a) Ermitteln Sie fiir das oben angegebene Produzenten/Konsumenten-Netz die S- und T-
Invarianten ohne Rechnung.

S-Invarianten: T-Invarianten:
v1=(1,1,0,0,0) w(f) = (1,1,1,1)
v2 =(0,0,0,1,1)

b) Berechnen Sie die S- und T-Invarianten!

c t
1234
1]1]1]0]0

2 1[1]0]0
s[3]0[1][1]0
40011
50011

S-Invariante:v*C =0

-vi+v2=0
vli-v2+v3=0
-v3-v4+v5=0
v4d-v5=0

vl =v2,v3=0,v4 =v5 > S-Invarianten (1,1,0,0,0) und (0,0,0,1,1)

T-Invariante: C*w =0

-wl+w2=0
wl-w2=0
w2-w3=0
-w3+w4 =0
w3-w4 =0

w1 =w2 = w3 =w4 > T-Invariante (1,1,1,1)

¢) Wie lassen sich die S- und T-Invarianten interpretieren?

S-Invarianten: v * M ist konstant fur alle von M erreichbaren Markierungen.
T-Invarianten: Nach einer gultigen Schaltfolge wird die Ausgangsmarkierung wieder erreicht.

d) Zeigen Sie, dass die Folgemarkierung M" = (1,0,5,1,0) erreichbar ist (sowohl rechnerisch als

auch durch Markenspiel).
M= MO +C*w
Annahme: M, = (1,0,0,1,0)
glltiger Haufigkeitsvektor w = (5,5,0,0)
e) Zeigen Sie, dass die Markierung M = (2,0,1,1,0) nicht erreichbar ist.
S-Invariante #s1 + #s2 = 1 nicht erflllt.
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Aufgabe 4: Modellierung

Entwerfen Sie (modglichst kleine) Petri-Netze, welche folgende Systeme modellieren. Priifen Sie
durch Markenspiel, Erreichbarkeitsanalyse und durch Suchen nach Invarianten die Eigenschaf-
ten ("Korrektheit") lhres Entwurfs.

a) Eine FIFO-Warteschlange (First-In-First-Out) der Aufnahmekapazitit 4, welche die aus einer
Quelle eintreffenden Marken in der gegebenen Reihenfolge in eine Senke weiterreicht.

Frank Schiirmann, Wintersemester 2006/2007, Seite 35 von 37



Modelle der Informatik - Lésung der Ubungsblatter

Ubungsblatt 12

Aufgabe 1:
a) Was versteht man unter einem stochastischen Petri-Netz? (5-4)

Ein stochastisches Petri-Netz (SPN) basiert auf einem Stellen-/Transitions-Netz, bei dem jeder

Transition t;, i = 1,...,m eine exponentielle Schaltrate A; zugeordnet ist. Damit kann ein stochasti-
sches Petri-Netz dargestellt werden als

SPN=(S, T, C’, C*, My, A)
wobei ST = (S, T, C’, C") ein S/T-Netz, M, eine Anfangsmarkierung und A = (As,..., Am) €in Vektor
von Schaltraten ist.
b) Erlautern Sie die Beziehung zwischen mittlerer Schaltrate und mittlerer Schaltdauer. (5-4)
mittl. Schaltdauer und mittl. Schaltrate verhalten sich reziprok zueinander:
mittl. Schaltdauer =1/ A;
c) Wann besitzt ein Prozess die Markov-Eigenschaft? (5-10)

Wenn die Historie des Prozesses, d.h. die in der Vergangenheit angenommenen Zustande, irrele-
vant fur seine zuklnftige Entwicklung ist ("Gedachtnislosigkeit").

d) Welche Anforderungen werden an "gute" Zufallszahlen gestelit? (5-22)

- unabhangig n-te Zufallszahl ist unabhangig von allen Vorgangern
- gleichverteilt in einem Intervall (a,b), meist (0,1)

- groRe Periode bevor eine Wiederholung der Zahlen eintritt

- reproduzierbar damit Simulationsprogramm deterministisch ist

- einfach und schnell berechenbar

Aufgabe 2: Diskrete Markovkette

Die folgende zeitdiskrete Markovkette zeigt das Verhalten eines Benutzers im WWW. Die Start-
verteilung sei p(t=0) = (1.0, 0.0, 0.0).

Browse
Search

0.5

a) Geben Sie die stochastische Transitionsmatrix P an. (5-12)
0.0 1.0 0.0
P=|0.0 0901
0.2 0.3 0.5

b) Berechnen Sie p(t=2).
p(t+1) =p(t) * P

1.0 0.0 1.0 0.0 0.0
p(t=1)=|0.0 (*] 0.0 0.9 0.1 |=| 1.0
0.0 0.2 0.3 0.5 0.0

0.0\ (0.0 1.0 0.0\ (0.0
p(t=2)=| 1.0 [*| 0.0 0.9 0.1 |=[ 0.9
00/ L020305/ \0.1
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Aufgabe 3: Pseudo-Zufallszahlen

Gegeben ist ein gemischter Kongruenzgenerator laut Definition im Skript mit folgenden Para-
metern:a=4,m=10,c =3, x,=2

a)

b)

c)

Berechnen Sie die erzeugte Zufallszahl fiir i = 4.

Xi+1 = (@ * x;+ c)mod m

X1=(4*2+3)mod 10 =1
X2=(4*1+3)mod10=7
X3=(4*7+3)mod 10 =1
X,=(@4*1+3)mod10=7

Erzeugt dieser Generator gute Zufallszahlen? Wie konnte man den Generator verbessern?

Nein, der Generator hat eine zu kleine Periode (2), ist nicht unabhangig und nicht gleichverteilt.

Mégliche Verbesserungsmdglichkeiten:
- m deutlich gréRer wahlen, evlt. als Primzahl
- a deutlich gréer wahlen

Wie wandeln Sle die erzeugten Zufallszahlen in exponentialverteilte Zufallszahlen um? Was
muss bei der Transformation beachtet werden?

Graph der Verteilungsfunktion

4

u der neg. Exponentialverteilung
1.0
[ —
g “AxX
s F(X)=1-¢
0.566 ——»

\As

02| 04 06 08 10

0.278

Gegeben: Wahrscheinlichkeit u; € (0,1)

Gesucht: Wert von der Zufallsvariablen mit der Verteilungsfunktion F(x)
Antwort:  Umkehrfunktion F™'(u;) = x;

Voraussetzung ist, dass die Umkehrfunktion existiert.
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