Systems Engineering — Angewandte Informatik SS 2006
Mathematische Grundlagen II — Analysis bei Prof. Dr. Lutz

1. Konvergenz von Folgen und Reihen, Potenzreihen, stetige Funktionen

Eine Zahlenfolge entsteht, wenn man jeder natiirlichen Zahl n € N eine reelle Zahl zuordnet,
etwa a_, symbolisch:

a, heiBt das k-te Glied oder Element der Folge (a, ),

1. Beispiele:

Folgenglieder einmal als ,,mathematische Ausdriicke* gegeben oder durch den ,,Anfang der
Folge*:

=(1,0,-1,0,1,0,-1,0,...)

,mathematische Ausdriicke* sind eindeutig, Piinktchenschriebweise nicht!

2 (1,0,-1,0,1,0,-1,0,...)
(1,0,-1,0,...) .
? (1,0,-1,0,2,0,-2,0,...)

Die Zihlung der Folgenglieder kann abgeéndert werden:

(an )n:O,l,Z,... = (ao’al’az"")

(aZH )n:O,l,Z,... = (aO’ a,,ay, )
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Zentrale Frage: Konvergiert eine gegebene Folge und was ist ihr Grenzwert(in diesem
Fall)?

Wie verhalten sich die Folgenglieder mit wachsendem n?
Verschiedene Moglichkeiten:

a) Ist a, =1 ,ne N, so nahert sich a, der Zahl a =0beliebig gut an
b) Ist a, =(—1)", so springen die Werte zwischen a=1undb=-1

) Ist a, =n”, so wiichst a_iiber jede positive Schranke

a sei eine reelle Zahl, (a,) eine Folge

Legen um a ein symmetrisches offenes Intervall:

/\
-
_]

a—g

—
| L
+€

a a

2. Definition:

Die Folge (a, ) heiBt konvergent, falls es eine Zahl ae R gibt mit der folgenden Eigenschaft:

Fiir jedes € >0 gibt es ein n, € N, so dass fiir alle n=n,:

a—g<a, <a+eg
( —e<a,—a<eg)

(|an —a| < 8)

Dann heift (a,) konvergent gegen a und a der Grenzwert (oder auch Limes) von (a, ) ,

a=lima e

. n %
symbolisch: — lim 4, —a
I a, a, —a

Falls es kein solches a gibt, heift (a, ) divergent.

Eine Folge kann nicht zwei Grenzwerte haben:
Angenommen, a und b wiren Grenzwerte von (a, )n ,a#b

Fiir n > max{n,,n,} ist das ein Widerspruch!
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3. Beispiel:
Esseia, =41

Behauptung: lima, 6 =0

n—oo

Beweis: Verwende Def. 2 mir a=0:

Ist £ >0,soist:

— |1 —1
an—a|—|;—0|—;<a,

falls n >1ist. Man kann also ein beliebiges n, mitn, >< wihlen.

Manchmal kann man aus Folgen konvergente Teilfolgen auswihlen, auch wenn die Folge

selbst divergent ist.

4. Beispiel:

Fir n =2m st

— — 1
a, =a, =1+5-

n 2m
fir n=2m—1ist

1
2m-1

a =a, ,=-1+

Also ist lima, =1

m—oo

lima, , =-1

m—eo

5. Definition:

Ist (a,) eine Folge und a der Grenzwert einer Teilfolge von (a, ) , so heiit a ein

Hiufungspunkt von (a, ) .

Falls (a,) konvergent ist gegen a, so ist a der einzige Haufungspunkt von (a, )

Die Umkehrung gilt aber nicht !

Nachteil der obigen Konvergenzdefinition:
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Man benétigt einen Kandidaten fiir den Grenzwert a, um |an - a| abschitzen zu konnen.

a ist aber oft nicht leicht zu finden:

Beispiele:
~(1+)

i
k=1

Gesucht: Grenzwertunabhéngiger Test auf Konvergenz einer Folge!

an
an

==

6. Definition

(a, ), seieine Folge.

a) (a, ), wichst monoton (streng monoton), falls firne N a, <a,,, (a,<a,,)

(a, ). fillt monoton (streng monoton), falls jeweils a, >a_,, (a, >a,,,)ist.

b) (a, ), ist nach oben beschrinkt, falls es ein Me R gibt mit:

falls alle ne N
M heiBt dann eine obere (untere) Schranke von (a, ) .

c) (a, ), heift beschrinkt <=> (a, ) ist nach oben und unten beschrinkt:
M,<a, <M,

fiir alle ne N . Offenbar kann man M, und M, dann so wihlen, dass
M, 20und M, =-M, ist, d.h.

-M<a <M
<M

a

n
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7. Satz (Konvergenzkriterium fiir Folgen)

a) Falls die Folge (a,) monoton wichst und nach oben beschrinkt ist, so ist
(a,) konvergent.
Ist a, <M, soistauch a=lima, <M.
Falls (a,) monoton fillt und nach unten beschrinkt ist, so ist (a, ) konvergent.
Ist a, 2M, soistauch a=1lima, =M
b)  Ist (a,) nicht beschrinkt, soist (a,) divergent
(Umkehrung gilt aber nicht!)

8. Beispiel: (Definition der Zahl e)
Setze an:(1+%)n:(n_+l)n

n

Dann ist

Man kann zeigen, dass (a, )nmonoton wichst und dass a, <3ist fiir alle ne N.
Also ist (a,) konvergent.

Setze e:=lima, =lim(1+1)"

n—eo n—eo

e hei3t Eulersche Zahl und ist die Basis der sog. natiirlichen Logarithmen

e kann ndherungsweise (mit beliebiger Genauigkeit) durch Berechnen von a  bestimmt

werden, z.B. durch Bestimmen von a fir k=1,2,3,...
9. Satz
a) Ist (a,) eine Folge, ac Rund (c,) eine Folge mit limc, =0und gilt fiir alle ne N

|an —a| <c,
soist lima, =a
n

b) Sind (a,) und(b,) Folgen mit lima, =aundlimb, =b, so ist
lim(a, £b,)=axb
Ist b0, so

1 a, — a
h}ln(ﬁ) =%

c) Ist |q| <1,soist limq" =0
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10. Beispiele

1+4)"
a) Setze a, = (2+“l ,ne N.
112

Esist lim(1+21)" =e,
ferner 1 —0 , also n—lzzﬁoﬁ—>0-0:0,

d.h.2+n%—>2

alsoist lima, =5
n

b) Fiir an:Z:qk:1+q+...+qn gilt:
k=0
_ 1_qn+l

a = falls q #1

n 1-q °

n+l

— _1

I-q 1-q

el

Ist also |q| <1, soist limq" =0, folglich ist dann:

1 —_1
llrl;nan =14
k
c) Setze a, :Z%:1+%+§+...+%
k=1

Ist (a,) konvergent?

Es ist: a, =1 =1=2
a,=1+4 =3
a,=l+1+1+% 23421 =1
ag=l+i+i4+i+1414 040 >3+4el=2

allgemein:

a, >1+7 fir jedeske N

Ist also ein M > 0vorgegeben, so wihle ein ke N mit 1+4>M . Dann ist

a,=>2M

2

(a, ). ist also nicht nach oben beschrinkt, also divergent!
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11. Definition (oo und — e als Grenzwerte)
Ist (a,) eine Folge, so schreibt man

lima, = oo,
n (=)

falls es fiir jedes M = 0einn_ € N gibt mit

a[l

wIvV

M
—M)

fiiralle n>n_

"+ co" nennt man den (uneigentlichen) Grenzwert von (a, )

In diesem Sinne ist:
lir{n(i%] =co
]
Ein weiteres Beispiel dafiir ist:
12. Beispiele
Ist g>1, soist

q"=(1+(q-1))’ q-1>0

bin. Formel
n

=1+n(q—1)+(2j(q—1)2+...

\—V——J
>0

>1+n(q-1)

> M fiir jedes M > 0, falls man n hinreichend grof3 wéhlt

Alsoist limq" = ,fallsq>1

Man kann auf Folgen, die gegen oo oder — o konvergieren, die Rechenregeln fiir Grenzwerte

aus 9b) anwenden, wenn man dabei die folgenden Rechenregeln fiir oo beachtet:

a+oo=oofiiralleac R (d.h., falls lima, =aundlimb, =oo,s0istlim(a, +b,)

o0 4+ 00 = 0
a—oco=—oo fiiralleae R

—00 — 00 == —0OQO

- Seite 7 -
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oo, fallsa >0
aeoco =
—oo,fallsa <0

[ o] 1o o ji=—=i¥o o]

—oo, fallsa >0
ao(—oo) :{

oo, fallsa >0
(_oo).(_oo) = oo

Nicht definiert( und daher nicht verwendbar) sind die Ausriicke:

—oco + oo,()-('i_‘oo) doo oo

5 0 % too

Diese Ausdriicke sind nicht eindeutig definierbar

z.B.  0s(%0):
Setze z.B. a,=+%,b, =1, ¢c =n,d =n

lima, =0=1limb,,

limc, = =1limd,,

aber lima,ec, =lim—en=lim; =0
,,Definition Qeco =07?
lima «d, = limnl—zon2 =liml=1
,.Definition*  Qeco =17
limb,«d, =limLen® =limn = oo
,,.Definition (Qeco =0 ?

13. Beispiele
a) a,=1(1+1)" +2" 5 0+c0=00
_“:Oﬁr—’ ::
:e
b) Es sei O< |q| <1 Dann ist > 1

lal

also lil{n(ﬁ)n oo
s

1
B

Folglich gilt: |q"=—+|—0

HEH-

dh. q"—>0
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(unendliche) Reihen sind spezielle Folgen

Sie haben eine symbolische Form
2C
k=1

wobei ¢, reelle Zahlen sind.
c, heil3t das k-te Reihenglied.

Betrachtung dazu die Folge der Teilsummen

S, =ZCk fiir jedes ne N :

k=1

S, =¢
S, =¢C,+¢C,

s, =¢, +¢, +¢,
S, =C +C,+..4C,
Frage: Ist (c, ) _konvergent?

14.Definition
Falls mit diesen Bezeichnungen s=1lims_ existiert, so sagt man:
n

z c, ist konvergent (oder existiert) und hat den Wert s, symbolisch;
k=1

Se, =lim(ickj=s

Falls (s,) divergent ist, dann heiBt )¢, divergent.
k=1
Falls lims  =zoo, schriebt man:

(unendliche Konvergenz)
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15. Beispiele
a) Z%zlim( %jzoo
k

b) i q“ = 11
k=1

q fallsq;tl
n+1 fallsq=1

<1

1 q°
oo fallsq=1
oo fallsq=1
divergent,fallsq < -1

=)

z qk heifit die ,,geometrische Reihe*

k=0

i.a. muss man die Frage nach der Konvergenz einer Reihe trennen von der Frage, welchen

Wert der Grenzwert hat

Zur Feststellung ob eine Reihe konvergiert, dienen so genannte Konvergenzkriterien

16. Satz (Konvergenzkriterien fiir Reihen)

a) Falls ZCk existiert (im eigentlichen Sinn!)
k=1

soist limc, =0
k

(Divergenzkriterium: Falls (c, )k nicht gegen 0 konvergiert, ist z c, divergent)

k=1
b) (Leibnitzkriterium fiir alternierende Reihen)
Falls ¢, >0, monoton fallend und limc, =0, so ist eine Reihe
Z‘(—l)k+l ¢, =¢,—¢, +¢; —c, +...konvergent
k=1
Setzt man

S, 8, S8, <...£85...58, <5, <58,

die Teilsummern konne also zur ndherungsweisen Berechnung von s benutzt werden.

c) (Wurzelkriterium)
- Seite 10 -
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d)

Falls lignlm =c<1gilt, soist

z c, konvergent

k=1

Falls h{n X |ck| =c > lgilt,ist Z c divergent

Fiir lil{n ,k/|ck| =c=1 keine allg. Aussage

(Quotientenkriterium)
Analog zu c) fiir

c+l
Cx

c=Ilim
k
(Vergleichskriterium):
Fiir 2 Folgen (a, ), und(b, ), gelte:

0<a, <b,

Ist dann Zbk konvergent, so ist auch
k=1

z a, konvergent (Majorantenkriterium)

k=1

Ist Zak divergent (d.h. Zak =00 ), 50 ist auch
k=1 k=1

Zbk divergent (d.h. Zbk = oo ) (Minorantenkriterium)
k=1 k=1

17. Beispiele

a)

> List divergent (d.h. D L=oo)
k=1

k=1

1 1 1
3+§_Zi"'?

Konvergenz von i(—l)

k=1

+20, (%) o fillt monoton, lilfnﬁ =0, also ist die Reihe nach dem Leibnizkriterium

konvergent.
- k+1
Grenzwert: s=» (1) +?
k=1
1 — 1
E—I—ESSSI
7 _5 1 1 1 5
n=sm3SsSlgt+3=¢
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b)

c)

Test des Wurzel- und Quotientenkriteriums fiir die geometrische Reihe qu,q eR:

Wurzelkriterium:

a, =q" ] =4[ = " =l limfa,] =

falls |q| <1, ist die Reihe konvergent
falls |q| > 1, ist die Reihe divergent

Was gilt fiir |q] =17
Dafiir die Reihe direkt untersuchen:

lq|=1 =>‘qk‘ =1fiirallek
BN

=> Reihedivergentnach16a)

Quotientenkriterium:
k |a qk+l k—eo
o =at 2] =[] =l Sl

Falls |q| <1, 1st die Reihe konvergent.

Weiter wie zuvor

Manchmal ist das Wurzelkriterium leichter anzuwenden als das Quotientenkriterium

(oder umgekehrt):

Z - konvergent ?
k=1

Wurzelkriterium: la| =%
k—oo
Y] =4 = -

Quotientenkriterium: a, =

Akl (k+1)!
A

=_kK_—_L 5

0<1, also ist die Reihe konvergent!

[librigens: lil{n{‘/ﬁ =oo |
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I
8

d)

=~ |—

DM 1D

- konvergent?
k

-
Il

1

ohne
Wurzelkriterium: KfL=—A=_1_ 51

K2 - kk2 ({‘/E)z Beweis
(VE—)L(‘\‘/E)Z —>1)

ebenfalls keine Entscheidung mit Quotientenkriterium.

zunéchst: Untersuchung von Z k(kl_l) auf Konvergenz
k=2
n n
L N (=14 L
k(k-1) — ( + k—l)

k=2 k=2
— 1 1
- z (E - ?)

k=2

— 1 1 1 1 1
=l=gty—3t3——y
— 1
=1-1

es ist fiir jedes k =2

—_1 1
=t S k(k-1)

L
2

also ist nach dem Majorantenkriterium zk%konvergent und zk% <1
k=1 k=1

=)

Dann ist also auch: zk% =1+ zk% konvergent und zk% <2
k=1 k=1

k=2

[Esist ) L==]
k=1

Fiir viele Anwendungen sind spezielle Reihen wichtig, sog. Potenzreihen.
Das sind Reihen der Form:

ick (X_Xo )k
k=0 ————
A

Dabeiist ¢, €R, x, € RundxeineVariable

— —
k—te Koeff . Entwickl.—Punkt
derReige

- Seite 13 -
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18. Beispiele
a) ZXk Dann ist x, =0undc, =1fiirk =0,1,...
k=0

b) i‘,(—l)k+1 (X?)k=(x—l)—(x_zl) +5-+... Dannist

c) i(_l)k XZk_Zl—"—z.+"—ti... Dann ist

Coy =0 ,k=0,1,2,
d) Z"—k,=1+x+’;+’f73!+... Dannist x, =0,c, =4

Die wichtigste Frage an eine Potenzreihe ) ¢, (x—x, ) ist:
k=0

Fiir welche Werte von x ist die Reihe konvergent?

Entscheidung mit dem Wurzelkriterium:

M:Vk |Ck 'X_XO|k

= |x — XX ck|
limk/la, | =|x —x,[lim¥/|c
mfla] =[x = xollim e,
falls also |x —X,|lim 1k/|ck| <1, liegt fiir dieses x Konvergenz vor
k
fiir |x —X,|slim 1k/|ck| >1, ist die Reihe divergent, d.h.
k
. _ 1
Konvergenz, falls: |x x0| < Tl
Divergenz, falls: |x - x0| >—1_
llmk‘ck‘
Setze R :=—1
hmk‘ck‘
Divergenz Konvergenz Divergenz
| | |
| | |
X, —R X, X, +R
keine Aussage keine Aussage
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Ist 11m1/ , SO ist R ) oo, d.h. die Reihe konvergierend fiir jedes xe R
Ist lim wk/ ck = 00,801St R = ;) =0,d.h. die Reihe konvergiert nur fiir x =x,

Zusammengefasst ergibt sich

19. Satz

Gegeben sei die Potenzreihe e (x=x,)
k=0

fiir alle x mit|x — X0|< 37 fallsO # lim... # o0

Die Reihe konvergiert - fiir alle x, fallslim...= 0

nur fiir x = x, fallslim... =

Die Reihe ist divergent fiir alle x mit |X X0| >—— fallsO#lim...# o

JfallsO # lim... # o

llm\/m
R= o0 Jfallslim...=0
0 Jfallslim...=
heift der Konvergenzradius der Reihe, Ix,—R,x,+R][ heilt das (offene)

Konvergenzintervall der Reihe.

20. Hilfssatz

lim¥/k =1

k

11315/5:00

Es ist

21. Beispiele
a) Zxk ,c, =lfiirallek,x, =0
k=

oo o . x|<R=1
«k/|ck| =1—1,dh.R=1, d.h. die Reihe konvergiert fiir | | y
X

b (=)L o =)L k=12, x, =1

f—f —>1th 1,

die Reihe konverglert fiir alle x mit |x — 1| <1, d.h. fir alle

— 1 —
T % =1X=0

N
s
a8

T
(=]

Vel =g5 > L=0,R=00

die Reihe konvergiert also fiir jedes xe R

- Seite 15 -
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k
d) Cox = (_1) @(szl =0)
k—eo
= J e 0’ R = oo,

2k/|02k| =2k ]

auch diese Reihe ist konvergent fiir jedes xe R

- koK
Z(—l) FEDE 2k+\1/ (2k1+1)! = zw/(zlkﬂ)! —+=0

Reihe konvergiert fiir alle xe R

_1
(2k)!

Ist die Reihe z ¢, (x—x, )k konvergent fiir alle x € I(Iein Intervall), so wird durch
k=0

()= 2e (xx,)

auf I eine Funktion definiert.

Ist die Potenzreihe

ick (X_Xo)k

k=0

konvergent auf einem Intervall I, so ist durch

=)

() £(x)=2 ¢, (x=x,)"

k=0

eine Funktion auf I definiert.

Umgekehrte Fragestellung: Gegeben eine Funktion f auf einem Intervall 1. Gibt es dann eine

Potenzreihe der obigen Form, so dass (*) gilt?
22. Beispiel

Die Exponentialfunktion wurde ,,definiert* durch:

expx =e" fiir alle xe R, wobei e =lim(1+)"

n

Setze f(x):zi’% , xeR
k

=0
Die Reihe ist fiir alle x € R konvergent.
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Dann gilt:

1. f(o)=1
2. fiir alle x und y gilt:

Das entspricht der Regel exp(x+y)=expxeexpy

Man kann zeigen, dass aus den Eigenschaften

1. und 2. folgt, dass fiir alle xe R f(x)=expx
23. Satz
Es gilt
N TN
a) expx =) iy
k=0
b) cosx = (=1)" (’;f)! >_ firallexe R
k=0
- - k 2k+
C) sinx =) (-1) oot
k=0
o -

& x=Y (=)L (R =1,dh firxe]0,2))

k=1

24. Definition

M sei eine Teilmenge von R,f : M — R _eine Funktion, x,ein Punkt,

fiir den eine Folge(x,) < Mmit limx, =x, existiert.

Dann hat nach Definition f inx,den Grenzwert y,, falls fiir jede Folge (x, )< M mit

limx, =x,, dass limf (x,)=y,ist.

Sinngemil kann diese Definition auf x, = foobzw y, = fooerweitert werden.

- Seite 17 -
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25. Beispiel

a) Esseif (x)=c firallexe R (konstante Funktion), x,€ R
Ist x, = X,, soist f(x, )= cfiir jedes n, also lim f (x,)=c=y
b) Ist f(x)=xfiirallexe R,x,e R.
Ist dann limx, =x,,soistauchlimf (x,)= limx, =x, =y,

c) Ist f(x)=1.x, =0.Istdannx, — 0,sogilt auch|x,| =0,

also - — oo, d.h.f(x, ) =0, limf (x,)=o0

[%al

Symbolische Schreibweise fiir Grenzwerte von Funktionen:

f hat in x,den Grenzwert y, <==>:lim f (x) =y,

In ¢) ist also
limL =o
x—0 K|
[analog :lirr(}‘—}(‘ =0]
1 firx>0
d) Ist f(x)= undx, =0,
-1 firx <0

so hat fin x, = Okeinen Grenzwert:
Ist x, >0,x, =0, so gilt:

limf(x,)=liml=1

n—eo n—eo

Ist x, <0,x, =0, so gilt:

limf(x,)=lim(-1)=-1

n—o0 n—oo
Setzt man z.B. x, =(-1)" 1, so gilt:

f(x,)=-1, falls n ungerade
und  f(x,)=1, falls n gerade
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d.h. limf (x, )existiert nicht!

n—oo

Als existiert lirr(} f (x)nicht!

1

D

—‘_1

Es sei f(x)=1firx#0,x,=0
Fir x, >0,limx, =0,soistlimf (x,)=eo
firx, <0,limx, =0,soistlimf (x,)=—co,

d.h.  limf (x)existiert nicht!

x—0

x—1)(x+1) -9

x—1

. 2 40 .
lim 22120 = Jjm {
x—1 X

x—1-0 ]

Fiir Grenzwerte von Funktionen gelten die Rechenregeln analog zu den Grenzwerten

von Folgen.

26. Definition

f sei eine Funktion und x,€ D(f). fheiBt stetig in xo, falls

f hei3t stetig auf der Menge M, falls f in jedem x, € M stetig ist.

lim f (x)=f(x,).

X—Xp
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27. Beispiele

a) Funktionen, deren Graph ,,Sprungstellen hat, sind in diesem nicht stetig:

1

o o—

/

D

—‘_1

X0 X1

b) Dagegen sind ,,Ecken* im Graphen kein Hindernis fiir Stetigkeit

X1
X0 \/
c) In ,,Unendlichkeitstellen* ist eine Funktion unstetig
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f(x)=2

limf (x)ex.nicht!

x—0

d)

g)

Stetig sind die konstanten Funktionen und die identische Funktion f (x)=x

Summen, Differenzen, Produkte und Quotienten (auflerhalb der Nennernullstellen)
stetiger Funktionen sind stetig.
Also sind alle Polynome (auf R ) und rationale Funktionen (auerhalb der

Nennernullstellen) stetig

Funktionen, die durch Potenzreihen dargestellt werden, sind ebenfalls stetig.
Also sind

exp, cos, sin, tan(aulerhalb der Nullstellen des Cosinus)

n n n

cot( " Sinus)

In (fiir x > 0)
stetig.
Umkehrfunktionen stetiger Funktionen sind stetig auf ihrem Definitionsbereich:

In, Arcusfunktion(=Umkehrfunktion der Winkelfunktion)
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2. Differentialrechnung

2.1 Die Definition der Ableitung

Die Funktion f beschreibe eine Zeitlich veridnderliche Grofle f (t) ,t=Zeit

Dann ist fiir zwei Zeitpunkte t, undt,

ar f(4)-f(t)

die durchschnittliche Verénderung von f pro Zeiteinheit im Zeitintervall [t,,t,]

Geometrisch ist 4T die Steigung der Geraden durch die Ebenenpunkte

(6£ (t))und (e, (1))

\ )

Wihlt man t, fest, so hdangt 4F nur von t, ab.
Dann ist:

(*) lim f(tl)_f(tz)

t; >t _
-t

die momentane Verdnderungsgeschwindigkeit von f im Zeitpunkt t, ( sofern der Grenzwert
existiert!)

Achtung: Zahler und Nenner in (*) gehen fiir t, — t, gegen 0, falls f stetig ist.
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1. Definition

f(x)-f
Ist f eine Funktion, x, € D(f), und existiert f'(x,)=lim flx)=f(x)
X—Xp X — XO

so heift f differenzierbar in x,und f'(x)die Ableitung von fin x,.

Setze D(f'):={x,|fistdifferenzeirbarinx,}.

Dann ist f'definiert auf D(f ') und heiBt die Ableitung von f. f':x — f'(x)

2. Bemerkung

Setzt man in der Definition von f'(x,)

f(xo+h)—f(x,)

h:=x—x,,80ist x =x,+hund f'(xo)zgn(}
0

3. Konkrete Bedeutung der Ableitung

a) Ist s (t) die Ortskoordinate eines Punktes, die sich auf der Geraden bewegt, zum

Zeitpunkt t, so ist v(t):=s'(t)seine Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t.

Ist t die Variable einer Funktion s, so schriebt man oft

sstatts'(t):v=8,a=v=(3) =§

b) f'(x,)ist die Steigung der Tangente an den Graphen von f im Punkt (x,,f (x,))

t(x)=1(x,)+f'(x,)(x—x,)ist die Tangentengleichung.
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3. Konkrete Bedeutungen der Ableitung

b)

f'(x, ) ist die Steigung der Tangente an den Graphen von f im Punkt (x,,f (x,)):

Definition der Tangente T:

T ist eine Gerade, d.h.

t(x)=a+b(x—x,), wobei a=t(x,)=f(x,),
d.h.

t(x)=f(x,)+b(x—x%,).

Ferner soll fiir die Steigung von T gelten:

f '(X()) — t(x)-t(xo) — t(x)=f(xo) _ b

X=X, X-Xo

Also ist die Steigung der Tangente gegeben durch:

t(x)=1(xy)+f'(x,)(x—%,) ,xeR

4. Schreibweise:

Statt f'(x)schreibt man auch 4(x), f (falls die Variable die Zeit ist)

5. Beispiele

a) Ist f konstant, f(x)=cfiiralle xe R, so ist fiir jedes x
f(x+h)-f(x) _ ¢ S
———— =5 =0fiir jedes h,

d.h.

£ '(X) —1im f(x+hg—f(x) -0

h—0
esistalso f'=0
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b)

Ist f(x)=xfiiralle xe R, so ist

f(x+h)-f(x) __ (x+h)—x 1
- - b —1fiiralleh,

d.h.
f'(x)= lim= = Ifiiralle x e R
Ist allgemeiner f(x)=x"fiireinne N

f(x+h)-f(x) _ (x+h)"—x"

h h

bin.Formel1 n n ik .
= = z N h*x"™" —x

k=0

1 n n-1 n n-21.2 n

=+|| X" +nx +2x h"+...|—-x
n

=nx“"l+(2jxn‘2h+...
%/—/

indiesem Summanden
komt h als Faktor vor

also ist

f(x+h)-f(x) — nxn_l

lim
h—0

' n

symbolisch: (x")'=nx"" firallene N

Fiir f(x)=|x|gilt

f(x+h)—f(x)
h

1,fallsh >0
B {—1,falls h<0
Also existiert
£(0) = lim “{ nicht!

x=0 —  h h b

f ist also in x = Onicht differenzierbar
1,fallsx >0

Fiir x # Oist f differenzierbar und es gilt:  f'(x)= { Lalls x <0
—1,fallsx <
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d) Falls f durch eine Potenzreihe um x,gegeben ist, d.h.
- K
f(x)=>Ya(x—x,) (auf dem Intervall um x,)
k=0

soist a,=f(x,)und

f '(X() ) — HLI}) f(Xn'th—f(Xn)

- }1i£%%|:§akhk —f (xo)}

= }3301%[;(0 +ah+a,h’ +..— 4, |

= lim{al1 +a,h+ah’ + }
h—0 -

—0

:al

Anwenden auf die Exponentialfunktion:

R k .o
expx =) 3y firallexe R
k=0

=1+X+5+5+..
Also ist nach den obigen Uberlegungen
exp'0=1=exp0.

Ist nun x € R beliebig. Dann ist:

eXp'X(:(eXPX)I) :limm

h—0

= %iir(}ﬁ[exp xsexph—expx]
=expx %ig(l)%(exph -1)

exp'0=1

=exp X

exp'x =expfirallexe R
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e) Ableitung von Sinus und Cosinus:

sin(x+h)-sinx

- =1[sin x+cosh+sin hecos x —sin x |
L[sinx(cosh—1)+cosxssinh |

= sin x+1 (cosh —1)+ cos x s

oo

Es ist cosh :Z(—l)k bt

(2K)!
k=0

— h? | h* —
_1_7+T+”"

also L(cosh—1)=—L+L 1  —0firh—0
und es ist

=)

. k 2k
sinh ZZ(_l) (2k+1)!

k=0

also M =]- 4+ x 5 1firh —0

Folglich ist
- - in(x+h)-si ..
sin'x = lim 20— cogx fiiralle xe R
h—0
Analog:
s(x+h)—cos . .
ol eon — 1l¢os xecos h —sin xesin h]
_ ol _ o R sinh
= cos X+ (cosh—1)—sinx 0
%/_J
28 =
d.h.
cos'x =lim==—sinxflirallexe R
h—0
6. Satz

Ist f differenzierbar in einem Punkt x, so ist f auch stetig in x.
(Es gibt aber stetige Funktionen, die nicht differenzierbar sind: f (x)=|x|inx=0)

f (X) — Xz.esin(Zx—S)

f'(x)=?
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2.2 Ableitungsregeln, die Ableitungen der elementaren Funktionen

1. Satz

f und g seien im Punkt x differenzierbar. Dann sind auch f £g,fegund
(falls g(x)#0) Linx differenzierbar:

Beweis:

Summe und Differenz:

t[(f+g)(xxh)=(f £g)(x)]

= £(erh)—f (x) # (g (x+h)—g(x))
£(x) g'(x)

also (f£g)'(x)=f"(x)*g'(x)

Produkt:

FL(feg)(x+h)—(feg)(x)]

:%[(f(x+h)—f(x))g(x+h)+f(X)g(x"’h)_(f'g)(x)]

:f(”h -g(x+h)+f( ) glx+h)-
(
)+

h—0 h -0 ( )

£ ( ) ) h—0

—g'(x)

=(fg)'(x)=1"(x)g(x)+f(x)g'(x)

Ableitung von

HL(x+h)-2 %[gm 5]

1 g(x)- g(X+h)
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also ist

Quotient:
(£)'(x) =(f+4)'(x)
Pr:%j_f'(x)-é(x)+f(x).(é)'(x)

2. Beispiele (Anwendungen der Ableitungsregeln)

1. Ist p ein Polynom, p(x)=a,+a,x+...+a,x", so ist p differenzierbar fiir jedes

xe Rund

p'(x)=(a,)"+(ax)+...+(a,x")’
=0 + a, +2a,x+..+nax""

2. (1)'=? me N

g(x)=x" ,
L — _ mxm—] — g (x)
xm (xm)Z g(x)Z

_ mm—l

- x2m

= —me—L
XZm—mH

= —INe L

Das ist ganz analog zur Ableitungsregel fiir positive Potenzen von x:

Es ist also

(x“)'znx“‘l fiir allene Z, n#0
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3. f(x)=x%"
Produktregel:
(Xzex).:(xz).ex+xz(ex).
=2xe* +x’e*
=(2x+x2)e"

4. tan x = Siox

COSX
Quotientenregel:

'y — (sinx ) '_ sin'xecosx—sinxecos'x
fan'x = (810) ' = S

cosx cos? x

_ cos® x+sin’ x

2
COos™ X

= 1+%(1+tan2 x)oder
COsS™ X

1
cos? x

ctgx = (x)!

sinx
__ cos'xsinx—cosxsin'x
sin’ x
2 2
_ —som“x—cos” X
sin? x
1

22
si” X

—(1+ctg’x)

Kettenregel: Ableitung von Funktionen, die durch Komposition ,,einfacher* Funktionen

erstehen.
z.B. h(x)=e™":

2
X = x?—52x* e

h(x) = £ (g(x))mitg(x) = 2x
undf (y)=¢e’
Zerlegung 1. a. nicht eindeutig:
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2
2 2
h(x)=¢e* = (e" ) :
2 x? x? 2
ox e’ o(e)

h(x) =g(f (g(x)))mitg(x) = x*
undf (y)=¢’
mitg(x) =z

Dafiir gilt

3. Satz (Kettenregel):

Ist g differenzierbar an de Stelle x mit f an der Stelle g(x), so ist

h(x):=f(g(x))

differenzierbar an der Stelle x und

Beweis: Nach Definition der Ableitung ist

_ llm f(}’])_f(}’z) llm g(x+s)—g(x)
Yi—Y2 T2 s—0
P(y2)=T (e(x) 5)

K(x) =h(e(r(1))
= (hog)(f(x))
k() =(heg) (F(OMT(x)
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e =(eXz )2 =g(f (g(x)))mitg(x)zx,f(y)zey,g(z)zz2

e =2z o[ 2%
= 2e" e o2x
= dxee"
k(x—xo) ' _ '
2. Ae =Ave’| ) (M(x—x,))
— AC;L(X_XO)'X
— A)\,G}L(X_XO)

fiir f(x)=Ae""™f gilt also

f'(x)=Af (x)firallexe R

T

lineare Differentialgleichung 1. Ordnung

5. Satz (Ableitung von Umkehrfunktionen)

Ist g die Umkehrfunktion zur Funktion f und differenzierbar in g(x), so ist

g'(x)= Tapy (falls Nenner = 0)

Pt

Achtung!!!
Beweis: Es ist f(g(x))=x, also ist

Fle(x))'=(x) =1

£'(g(x))e'(x)
Falls f'(g(x))#0,folgt

g(x) =1
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6. Beispiele
1. g(x)=¥Yx=x" Ente Wurzel
Ente Potenz
g ist die Umkehrfunktion zu f,

f(y)=y"  Esist f'(y)=ny""

also (x% )' = ﬁ-xﬁ_l analog zur Ableitung fiir ganzzahlige Potenzen

Beispiel:

2. g(x)=Inx,x >0: gist die Umkehrfunktion zu f, f (y)=e¢’

Inx

e =x firx >0

In(expx)  =xfirallexe R

(Inx) =~

Esist f'(y)=¢,alsogilt:

(nx)'=g'(x)=g—=g-=1

T
€ ‘ y=Inx €

7. Definition:(Hohere Ableitungen)

Ist die Ableitung f'die Funktion f wieder differenzierbar, so heif3t
f n = (f |) [
die zweite Ableitung von f Rekursiv:

£ = (f (“_1))' heiBt die n-te Ableitung von f . Dabei ist £” :=f zu setzen.
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8. Beispiele:
a) sin'x = cos X
sin" X = cos'x = —sin X

()

sin'”’ X =—sin'Xx = —cos X

(4)

sin'’ X =—cos'X =sin X

zyklische Wiederholung ab der 5. Ableitung
(Analog fiir den Cosinus)

b) (x“)':nx“_1 ne N

=n!

(x“)(k) =0 firk >n

Also gilt: Ist p ein Polynom mit grad p = n, so ist p(k) =0firallek >n
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2.3 Nulistellenbestimmung und Auflosen von Gleichungen
mit einer Unbekannten

x heiBt Nullstelle der Funktion f, falls f(x)=0
(z.B. hat die Exponentialfunktion keine Nullstelle!)

Eine Nullstelle x heift einfach, falls f'(x)# 0, und mehrfach, falls f'(x)=0.

x merfache Nullstelle x merfache Nullstelle
x einfache Nullstelle f '(X) =0 f '(X) =0
f '(x) #0

f(x)=0 f(x)=0
f (x) =0

Nullstellen von f bestimmt man also, indem man die Gleichung  f(x)=0

,,nach x auflost®. Konkret ist das in wenigen Fillen direkt moglich (z.B. guadr. oder lin.
Gleichungssystem)

In den meisten Fillen, kann man nur Niherungen fiir x bestimmen, diese aber mit jeder
gewiinschten Genauigkeit.

Ist also x die gesuchte Nullstelle, und € >0 eine Fehlerschranke, z.B. € = 10" firein ke N,

so kann man die Niherung X fiir x gewinnen, mit |i - X| <eg

Nullstellenbestimmung <=> Lésen von Gleichungen ( in einer Unbekannten:
h(x)=g(x)[x’sinx =5cosx]

Setze f(x)=h(x)—g(x) Dann gilt:

f(x)=0 <=>h(x)=g(x)

Falls man eine Methode hat, Nullstellen beliebiger Funktionen zu bestimmen, kann man auch
beliebige Gleichungen l6sen.
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1. Beispiel Es soll die Gleichung e* —2=sinx  gelost werden.

Nicht durch direkte Umformungen 16sbar!!!

Setze also
f(x)=e"—2-sinx
und bestimme die Nullstellen von f.

zwel Schritte:

a) Grobe Eingrenzung der Nullstelle(n) und Uberblick iiber die Anzahl der Nullstellen.

z.B. durch eine Skizze

Offenbar gibt es nur eine Losung x und es ist x € [1,2]

Dann kann man eine Wertetabelle machen fiir f auf [1,2] machen.

f(1)=-0,12...
f(1,1)=0,11...

Alsoist xe[1,0 ,1,1]
Durch systematische Tabellieren kann man sukzessive hohere Genauigkeiten erzielen:

£(1,05) =—0,00977...
£(1,06)=0,014...

also xe [1,05 , 1,06]

Sehr langsamer Gewinn an Genauigkeit!
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b)

schneller geht es im allgemeinen mit dem
Newton-Verfahren zur Nullstellenbestimmung.

Man sich eine ( mehr oder weniger grobe) Anfangsndherung (wie unter a)
X, fiir die gesuchte Nullstelle.

- Tangente an f in X,

Berechnung von X, als (verbesserte?) Niherung fiir x

f'(x,)=tana = :f(;)l
Steigung von T
_ f(xo)
o T X TG
_ £(xo)
X = X0 " k)

Wiederholung dieses Schritts fithrt zum sog. Newton-Verfahren:

X, = Anfangsniherung fiir x

X, =X, —ff((’;)) , n=0,1,2,...

(iteratives Verfahren: Eine Rechenvorschrift wird jeweils mit dem Ergebnis des
vorhergehenden Schrittes wiederholt.)

f sei eine Funktion, x eine Nullstelle von f.

d.h. f(x)=0

Gesucht ist x.

2 Schritten:

Bestimme eine ,,Anfangsnéherung® x,zu x.

Verbessere (?) diese Ndherung x, mit dem Newton-Verfahren:

f(x,)
X,y =X, ———~ ,n=0,12,...
£'(x,)
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Xy =X, X, —>...

Falls die Anfangsnéherung x,hinreichend nahe bei x gewihlt wird, konvergiert die Folge

X, gegen x
Falls x eine einfache Nullstelle ist, also f'(x)#0,

. . 2
- x| proportional ist zu |xn - x|

ist |X

n+l

d.h., die Anzahl der richtigen Stellen, die x__ enthilt, ist etwa doppelt so grof3, wie die der

n+l

richtigen Stellen in x .

Praktisch verfiahrt man so:

Man bestimmt so viele Nédherungen, bis x,,, und x,_ auf die gewiinschte Stellenzahl

n+l

ibereinstimmen und bricht dann das Verfahren ab.
Im obigen Beispiel

f(x)=e"—2-sinx
liegt die (einzige) Nullstelle im Intervall [1.0,1.1].

Wihle z.B. x, :=1.

Das Newton-Verfahren hat die Form:

e’ —2-sinx,
e —CcosX,

Das ergibt die Ndherungswerte

X

n

1

1.056561210

1.054131776

1.054127124

AN~ O| B

1.054127124

»_____ ‘“=sichere Stellen

Also liegt die Nullstelle von f bei x=1.054127124

Bei zu schlechter Anfangsnéherung kann der Fall auftreten, dass x, nicht konvergiert
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/ X Xo X X, X3 =

Wie erkennt man das? Keine Stabilisierung von Stellen in der Folge von (x, ).

Stop und suche nach einer besseren Anfangsndherung (z.B. durch feineres Tabellieren von f)

Falls (x,) konvergiert, ist limx, eine Nullstelle von f:

1
= % )
R

f f
d.h. xzx—f'(x) ,also f'(X) =0,f(x)=0

Aber: limx, muss nicht die gesuchte Nullstelle sein.

2. Beispiel:

2

gesucht ist die kleinste positive Losung der Gleichung: e’ =cosX.

_x2

e =cosx hat unendlich viele Losungen, die kleinste positive liegt im Intervall [1,2].
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Anfangsniherung:

X

Tabellieren von f (x)=e™ —cosx im Intervall [1,2]

f (1.5) =0.03
f (1.4) =—0.03
Wihle z.B. x,=1.45
Newton-Verfahren:
f Xn) -x2 )\ —x? -X
Kot =Xy~ '((Xn) (e ) =e " o —2x)=-2xe
e ™ —cosx

2 .
—2x,e" +sinx

Das liefert die Ndherungen:

X

n

1.45

1.447419010

1.447414271

W |— O] B

1.447414271

Also ist die gerundete Nullstelle von f: x =1.447414271

(ggf. bis auf einen Rundungsfehler in der letzten Stelle)

Wenn man weitere Nullstellen von f bestimmen will. muss man die Anfangsndherung jeweils

in deren Nihe suchen.
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2.4 Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung und einige
Anwendungen

Der Mittelwertsatz (MWS) der Differentialrechnung hat eine einfache geometrisch
anschauliche Aussage.

£(b)

Die Steigung der Geraden G durch die Punkte (a,f(a))und(b,f (b)) ist durch

f(b)-f(a)
b—-a

gegeben.

Dann gibt es einen Punkt te]a,b[, so dass die Tangente T an fin (t,f (t)) parallel ist zu G,

d.h. die Steigungen von G und T stimmen iiberein. Die Steigung von T ist aber f'(t).

1. Satz (MWS der Differentialrechnung)

. . . . . f(b)-f(a)
Ist f differenzierbar auf [a,b], so gibt es ein te]a,b[ mit f'(t)= s
—a

(bzw. f'(t)(b—a)=f(b)—f(a))
Die ,,Zwischenstelle® t ist i.a. weder eindeutig bestimmt und leicht zu berechnen.

Wichtig: a und b konnen durch beliebige Punkte x,ye [a,b]ersetzt werden, denn dann
gilt der MWS auf [x,y]
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2. Satz (Satz von Rolle)

Ist f differenzierbar auf [a,b] und f(a)=f(b), so gibt es ein te]a,b[, so dass f'(t)=0 ist
Beweis:
Setze im MWS f (b)=f(a)

Sind f und g zwei Funktionen, differenzierbar auf [a,b]
so gibt es ein t, €]a, b[ mit

f'(t,)(b-a)=f(b)-f(a)
und ein t, €]a, b[ mit

g'(t,)(b—a)=g(b)-g(a)

Dann ist
o HO)-f()_£()
g(b)-g(a) g'(t,)

Der erweiterte MWS der Differentialrechnung sagt, dass man in (*) t, = t, wihlen kann:

3. Satz

Sind f und g differenzierbar auf [a,b], so dass es ein te]a, b[ mit
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4. Anwendungen

a) Falls bekannt ist, dass fiir die Funktion f gilt:
m<f'(t)<M
fiir alle te [a,b], so gilt fiir jedes x € [a,b]
f(x)-f(a)=f'(t)e(x—a) (tela,x[)
also gilt

f(a)+m(x—a)<f(x)<f(a)+M(x—a)

f(a)

G,:y=f(a)+m(x—a) (x2a)
G,:y=f(a)+M(x—a)

b) Ist f'(x)=0fiirallex € [a,b], so ist f konstant.

Beweis mit MWS:  xe(a,b]

f(x)—f(a)zf;(Ft)‘(x—a) (te[a,x])

also ist f (x)=f(a)fiirallex € [a,b]
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c) Die Regel von I’Hdpital:

Falls limf (x)=limg(x)=0 (oder=e0),

so kann
f(x) limf (x)
lim nicht in der Form ———~
-2 g (x) limg(x)

0 L
berechnet werden (,, 6 “- bzw ,,— “-Situation)

oo

Sei zunichst limf (x)=limg(x)=0

X—a X—a

=f(a) =g(a)

Dann ist

f(x) _f(x)=f(a) = £'(1)

g(x) e(x)-g(a)wsg'(1)

f'(t)

(tela,x[)

Falls also lim , (t) existiert, so existiert auch
t—a g
f(x
lim ( )
t%ag(x)
und beide sind gleich.

Analog fiir limf (x)=limg(x) =00

4’Satz (Regel von I’Hopital)
Es sei limf (x)=1limg(x)=0 (oder=zco)
- i(x)
Falls dann lim

' existiert, so ist
X—a g (X)

f f'
fim ) _ i )
X—a g(X) x—)ag (X)
(gilt auch, wenn a =zteoist!)

5. Bemerkungen und Beispiele:

.0 o )
a) Regel darf nur in 6 —bzw — — Situationen angewandt werden, sonst i.a. falsche

oo

Ergebnisse!

. . f .
b) Zihler und Nenner werden getrennt abgeleitet, nicht etwa — nach der Quotientenregel

- Seite 44 -




Systems Engineering — Angewandte Informatik SS 2006

Mathematische Grundlagen II — Analysis bei Prof. Dr. Lutz

X

... Xe
¢) Gesuchtist lim
x—0 e* —1

limxe* =01=0

x—=0
lirr(}e"—lzl—le
Fiir f(x)=xe* ist f'(x)=e"+xe* =(x+1)e"

X

firg(x)=e*—1 ist g'(x)=e

£ l)e*

Also ist auch

X

Xe

lim =1
x—0 ex -1

5. Bemerkungen und Beispiel: (zur Regel von I’Hopital)

Falls fiir £in a eineg — Situation vorliegt, gilt:
g

f f'
tim ) i '(X)
X—a g(x) x—>ag (X)
d) Manchmal muss man die Regel mehrfach anwenden um von der undefinierten
Situation wegzukommen:

, falls rechte Grenzwert existiert.

X = X = X
oo

.oe = . €
lim—=lim —=lim— = oo
X—e0 X X200 D X0 )
.. 0 0 .. v 1 e
€ ,,0ec0 “-Situationen kann man auf ,,— ““- oder ,,— “-Situationen zuriickfithren und dann
0
oo

ggf. mit I’Hopital versuchen, den Grenzwert zu bestimmen.

Beispiel:
lim x In x (rechtseitiger Grenzwert)

x—0

—>—0c0
—0 —>—oo —~—
. o~ _ Inx
lim x Inx=lim——
x—0 x—0 1
X
[}

—o0
1

=lim—— [(x™")'=(-1)x"]

x—0 — L
2
()
=0

- Seite 45 -



Systems Engineering — Angewandte Informatik SS 2006
Mathematische Grundlagen II — Analysis bei Prof. Dr. Lutz

oder:

—0
-

limxlnleimi (lj':_g_

x—0 x—0 1
Inx
——
—0

. 1
=lim—
x—0 _

(lnx)2

50 e 2

= lin(}— ;; (Inx)

=7

Eine weitere Anwendung des Mittelwertsatzes ist die Untersuchung der Fortpflanzung von
Datenfehlern:

Es soll fiir eine gegebene Funktion f der Funktionswert f (t) berechnet werden, wobei t ein

Messwert ist. Ist statt t ein fehlerhafter Wert t ermittelt, so mochte man vorhersehen, wie stark
sich f (t)undf () unterscheiden.

At = t — t heiBt der absolute Fehler

%(bzw.%j heil3t der relative Fehler (Datenfehler)

entsprechend:

Af =f(t)—f(t)=f(t+At)—f(t) heiBt der absolute und

AL der relative Fehler, den tim Ergebnis von f (t)bewirkt.

£(%)

Nach dem Mittelwertsatz ist:

Af =f'(t+At)—f(t)
=f'(s)s(t+At—t)
=f"'(s)eAtmiteinemse [t,t+ At]

also
Af  '(s)eAt
£ f(t)
—
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Ist Atklein, kann man statt

Af_£(9)
£ f(t)
Beispiel:

Essei f(t)=ct* ,ke N,k>2

f'(s) die Ableitung f'(t)benutzen, d.h.

Formel fiir die Fortpflanzung des relativen Messfehlers

Dann ist:
k-1
AT M a
f 2t
ar
f t
zB. firk=2: f(t)=ct’
A,
f t

Analoge Rechnung auch fiir gebrochene Potenzen:

zB. firk=7

Fehlerdampfung

Anwendung:
Die Schwingungsdauer T eines sog. ,,mathematischen Pendels* ist gegeben durch:

T=27t-\/E
g

o
_@@

(1 =Lange des Pendels, g = Erdbeschleunigung)

Also ist

T

L

¢ = konstant

Wird also L mit einem Fehler von hochstens 5% gemessen, so ist die daraus berechnete

Schwingungsdauer hochstens um 24 % verfilscht.
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2.5 Kurvendiskussion

Gegeben sei eine Funktion f. Welche Hilfsmittel dienen dazu, ein realistisches Bild des
Graphen von f zu gewinnen.

Dazu gehoren:

- Nullstellen

- Monotonieverhalten

- Kriimmung

- Wendepunkte

- Extremalstellen (Maximum- und Minimumstellen)
- Sattelpunkte

- Unendlichkeitsstellen

- Verhalten im Unendlichen (Asymptoten)

a) Nullstellen:

entweder direkt berechnen oder mit einem Nidherungsverfahren (z.B Newton-Verfahren)

b) Monotonie:

f wichst (fdllt) monoton auf dem Intervall I
<=> Fiir alle x,ye I gilt:
x<y=>f(x)<f(y)

f wichst (fillt) streng monoton auf |
<=> x<y=>f(x)<f(y)

Dann gilt:
Ist f '(x)%Ofiir allex e I,s0 Wa;%hSt f monoton, denn es gilt nach dem MWS:

f(x)—f(y)=f'(t)(x—y)miteinemte [x,y]

Ist also f'(t)>0,sohaben x —yundf (x)—f (y)dasgleiche Vorzeichen , d.h.
x<y=>f(x)<f(y)

ist aber
f'(t)<0,s0gilt x<y=>f(x)>f(y).

Analog: Ist £'(x) (> 0())fl'ir allex e I, so ergibt sich die strenge Monotonie von f.

Ist f '(X) =0fiir ein xe I, aber f'>0 ansonsten auf I, o wichst f auch streng monoton auf I:

f wischt links von x und rechts von x.
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[ __g___;_,k_,g_i.___w‘_._'.__hj:__._w‘___r,_!.

¢) Krimmung, Wendepunkte:

Ist f zweimal differenzierbar, so ist f"=(f')', d.h. " gibt die Steigung von f* an.

Ist also f" >0 ,sowichstf 'streng monoton. Das bedeutet, dass die Tangentensteigung (von
links nach rechts) wichst, der Graph der Funktion f ist also wie in der Skizze gekriimmt.

— i—'-" e =

——;--—.E- — - pos. Tangenten telgung

~neg. Tangentenstelgung

f ">0=>f 'wichst streng monoton.

>

In einem Intervall mit wachsender Ableitung spricht man von positiver Kriimmung. (f "> 0)

bei fallender Ableitung spricht man von negativer Kriimmung (f"<0)
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_.__;__.I...‘ el {’A.-._ R A .
T L
. k N

: : Llce !
e A C S

.,‘.ﬁ - = ,f,._;,,-.A;_

Ein Punkt, in dem f von positiver zu negativer Kriimmung iibergeht (oder umgekehrt)
iibergeht, heiflit dann Wendepunkt von f:

£(x,) =0,
f"(x)<0 fiirx < x,

oder umgekehrt
f"(x)>0 fiirx > x,

-t

e :
L4 - e
A | H
o L
o .
T
it
[ i ; H
s e o I
Ly <
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d) Extrem(al)stellen

Ist fiir alle x in der Nihe von X, d.h. auf einem Intervall der Form ]x,—¢,x,+¢[.€ >0

f(x)>f(x,)

(f(x) Sf(xo))

so heiBit x,eine lokale lokale Minimumstelle von f.
(lokale Maximumstelle )

Beide Begriffe werden als lokale Extremal- (Extremum-)stelle zusammengefasst

1. Satz

Ist f differenzierbar und x,eine lokale Exremalstelle von f, so ist f'(x)=0.

Beweis: X, sei z.B. eine lokale Minimumstelle dann ist
20
f(x)-f(x,) > 0fiirx > x,
X =X, < Ofiirx <X,

f(x)-f
Also ist lim M
X—Xp X — XO
=f'(x)
2. Definition
X, heit ein kritischer Punkt von f, falls f'(x,)=0.

Nach 1. sind Extremalstellen kritische Punkte, die Umkehrung gilt aber nicht:

A bt Ry 1 .
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3. Satz

f'(x,)=0,f"(x,)>0=>x,istlokale Minimumstelle

f'(x,)=0,f"(x,)<0=>x,istlokale Maximumstelle
Ist f'(x,)=0=1"(x,), so ist keine allg. Aussage moglich.

Beweis:

Ist £'(x,)=0undf"(x,) >0, so wichst f” in der Ndhe von x,streng monoton.
Alsoist f'<0 links von x, und f'> 0 rechts von x,, d.h. f féllt streng monoton links von x,

und wichst streng monoton rechts von X, X, ist also eine lokale Minimumstelle.

T e
Lk e R

Fiir f"(x,) < Oanalog.
Beispiele fiir f'(x,)=0=1"(x,):

f(x)=x",x,=0 ,f'(x,)=3%x,"=0
f"(x,)=6x,=0

X, 1st Wendepunkt

f,(x)=x" ,x,=0,f'(x,)=4x," =0
f"(x,)=12x,"=0

X, ist lokale Minimumstelle
Allgemein gilt:
4. Satz
Ist £'(x,)=...=f""(x,) =0,aber "™ (x,) 0.
so gilt: x, ist

eine lokale Minimumstelle, falls n gerade ist und £ (x,) >0,

eine lokale Maximumstelle, falls n ungerade ist und f (m) (x,)<0,

ein Wendepunkt, falls n ungerade ist
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5. Beispiele:

a) f(x)=sinx,xeR
f'

f"(x)=—sinx,also

f"(x,)=—sin(2+kn)= {
lokale Maximumstellen liegen also bei
X, =(2k+1)Zfiir geradek ,

dh. X, =..,—3e%,%,5% Qe

—1fiir gerade k

1fiir ungerade k

wihrend bei

x, =(2k +1)Zfiir ungerade k
dh. X, o= 5,301,705

lokale Minimumstellen liegen.
b) (als Merkhilfe fiir Satz 4)

f(x)=x",neN.

Dann ist
fv(X) — an_l,f"(X) :n(n_l)XH—Z,".

f(“_l)(x)zn!x,
f(“)(x)zn!

Also ist

f'(0)=..=f""(0)=0,aber
£ (0)=n!>0

Fiir gerade n liegt in x, = Oeine lokale Minimumstelle vor, fiir ungerade n ein
Wendepunkt.

Analog fiir f(x)=-x"

Ist x,eine lokale Minimumstelle (Maximumstelle, Extremalstelle), so heif3t

f (x,) Minimalwert (Maximalwert, Extremalwert)

Der globale (oder absolute) Maximalwert von f ergibt sich als grofSter Wert von f auf einem
Intervall I unter den lokalen Maximalwerten von f auf I und den Funktionswerten von f in den
Endpunkten von I (sofern sie zu I gehoren)
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Dort muss nicht f'(x)=0sein!

oL
N
i /
I
‘ 7. , /
/ v ! § /
L ,
[ " {
( ! G
l— 2 kg s L)
T
x, und x, sind lokale Maximalstellen

rr}}gxf(x) :max{f(a),f(b)’f(x1)’f(xz)}

/‘ = (b)

Maximalwert von f auf |

e) Sattelpunkte

X, heiBt ein Sattelpunkt von f:<=>f"(x,) =0 und f wichst (oder fillt) streng monoton in der
Nihe von x,

d.h. Sattelpunkte sind Wendepunkte mit waagerechter Tangente
In einem Sattelpunkt ist also

£'(x) =£7(x,)=0
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) Unendlichkeiten, Asymptoten:

Ist lim f (x)> oo, so heiBt x,eine Unendlichkeit von f:

X—)XO

/f 1
f(X)_ 2> Xy 0
!{iirgf(x)zoo
)]

Manchmal ist es notwendig, rechts- und linksseitige Grenzwerte zu unterscheiden:

z.B. f(x):l,xon oder:
X

f(x)=tanx, x, =—

L limtan x =0

b4
/ X—7

/ (=3)

- //7 o
Te limtan X = —oo

s
X—5

(3)

Weiter ist fiir eine Skizze des Graphen von

ggf.  limf(x)bzw lim f (x)

X—>o0 X—>—o0
zu bestimmen.

Durch Vergleich mit einer (bekannten) Funktion kann man beschreiben, wie schnell sich
f (x) fiir x — o0 einem Grenzwert annihert:

f und g seien zwei Funktionen.
f heillt asymptotisch gleich g (g ist eine Asymptote fiir f)

fiir x = oo<=>lim(f (x)-g(x))=0

X—o0

Analog fiir x = —oo
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6. Beispiele
f(x)=coshx |
Setze 1 und g(x)=—=¢"
:=—(eX +e”‘) 2
2
Dann ist lim(f (x)—g(x))=limie™ =0

d.h. g ist eine Asymptote fiir f fiir X — .
Analog ist g(x)=1e™ eine Asymptote zu f fiir x — —oo

Beispiel zum Programm ,.Kurvendiskussion‘

sinhx e*—e™

f(x)=tanhx = =—
coshx e"+e

Nullstellen von f:

f(x)=0<=>e"=¢" e
<=>e™ =1
<=>x=0

Vorzeichen von f(x):

>0firx >0
f(x
{< Ofiirx <0

£ (x)|:< 1 firalle xe R

Grenzwert:
X 1_ -2x
limf (x)=1: #lize) _ )=1=1
== Z (1+e ™) om1

lim f (x)=-1 (analog)

X——00
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Es gilt

tanh'x =1—tanh’ x > Ofiirallexe R (vgl. Ubungen)
(S —

<1

d.h. f wichst streng monoton, es gibt keine Extremalstellen
tanh"x = (1— tanh’ x)'

= —2etanh xe

2
cosh™ x
(S —
>0fiiralle x

=0 <=>x=0
x = 0ist also Wendepunkt

tanh'0 =1
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2.6 Die Taylorsche Formel: Potenzreichenentwicklung von Funktionen

Auftreten von Potenzreihenentwicklungen in fritheren Kapiteln:

a) Es wurde der Grenzwert der Folge (a, )n, wobei a, = Z x" ist, bestimmt:
k=0

Fir |X|<1ist lima, L
n 1-x
Setzt man also f(x):= %(fur allex #1)
—-X
so gilt:

f(x)::i“xk fiir|x|<1

k=0

b) Es wurde gezeigt, dass die Reihe

) Xk
k=0 k!
fiir alle x € R konvergent ist.
Setzt man
oo k
X
f(x)=) —
oo k!

soist D(f)=R undes gilt:

f(0)=1f(1)=ef(x+y)=f(x)f(y)
Daraus kann man folgern, dass f(x)=expx =¢"
ist fiir alle xe R

C) Aus b) folgt unmittelbar rechnerisch die Potenzreihenentwicklung von z.B.

k=0 k=0

o

1]
M 1

~l= ==

(xk +(—x)k)
x*(1+(-1)")

—_—

2,fallsk gerade
0, fallsk ungerade

L
2

Il
)=
-
Il
<)

=1
coshx = x2m
g‘) (2m)

Analog fiir
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sinhx = %(e" —e_")

k=0

_ 1 2m+1
_Z(2m+1)!x

Wie erhilt man die Potenzreihen einen gegebenen Funktionen f um einen gegebenen
Entwicklungspunkt x, € D(f), falls eine Potenzreihenentwicklung iiberhaupt existiert.

Ansatz (unter der Annahme, dass f um x, in eine Potenzreihe entwickelbar ist.):

F(0)= 2 (x=x,)'

—a,+a,(x—x,)+a,(x—x,) +a,(x—x,) +..
Berechnung des Koeff. a, ?

f(x0)=a5 a,=f(x,)
Potenzreihen darf man gliedweise differenzieren.

f®(x)=k'a, +(k+1)la,,, (x—x,)+..
£ (x )

f(k)(xo)zk!ak, aszo

,»Rezept* fiir die Gewinnung der Entwicklung von f um x,:

1. Definition

f sei auf dem offenen Intervall I mit Mittelpunkt x,beliebig oft differenzierbar. Dann heift:

k!

der k-te Taylorkoeffizient und
Zak(x—xo)k (a, wieoben)
k=0

die Taylorreihen von f um x,

Damit gilt:
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2. Satz:

Ist f auf dem Intervall I mit Mittelpunkt x,durch eine Potenzreihe um x, darstellbar, soist
diese Potenzreihe durch die Taylorreihe gegeben.

Achtung: Stellt man zu einer Funktion die Taylorreihe (um ein x,) auf, so konvergiert
die Reihe in x, gegen f(x,). Es gibt aber Beispiele, wo die Reihe fiir kein

x # x, gegen f (x)konvergiert.

Zuniachst wird daher die Frage besprechen, wie gut die ,,Abschnittspolynome*
der Taylorreihe zu f die Funktion f approximieren.

3. Definition

I sei ein offenes Intervall mit Mittelpunkt x,. f sei n-mal differenzierbar auf I. Dann heif3t

T, (X):=:Zoak(x—xo)k

f(k)(xo)
k!

mit a, =

das n-te Taylorpolynom zu f (um x,).

Esist grad T, <nunf grad T, =n <=>a, #0 <=>f" (x,)#0.

heif3t das n-te Taylorsche Restglied.
Dann st f(x)=T, (x)+R, (x)

3’. Satz (Taylorformel mit Restglied)

n+l)

Ist f auf dem offenen Intervall I mit Mittelpunkt x, n+1-mal differenzierbar und f "+ noch

stetig, so gilt:

f(x)=T,(x)+R,(x)
wobei T, das n-te Taylorpolynom ist und fiir das Restglied R~ gilt:

(n+1) S .
R, (x) =3 (xx)

wobei se [x,,x] (bzw.[X,X,]).

s ist i.a. nicht explizit zu bestimmen!
Bemerkung: Fiir n =0ergibt sich:
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f(x)=T,(x)+R,(x)

Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Die Zwischenstelle s ist i.a. nicht explizit zu bestimmen. Daher muss man sich i.a. mit eienr
oberen Schranke fiir R, (x) begniigen!

z.B. falls bekannt ist, dass auf dem Intervall 1

£ (x)| <M,
gilt, so ist
‘f(x)—Tn(x)‘S(11:/14_“*11)'|x—x0 " fir alle xe I

Es ist also mit umso groBeren Fehlern von T, (x ) im Bezug auf f (x ) zu rechnen, je weiter x

von Xx,entfernt ist.
4. Beispiel:

f(x)=e",xeR
f ist beliebig oft differenzierbar und es ist £ (x)=e*, k=0,12,...

Fiir x, = Oergibt sich f* (x,)=f" (0)=¢’ =1fiirallek

iy £f80) 1
Taylorkoeffizienten: a, = =—
k! k!
Taylorpolynome: T, (x)= Zn:i x"
! oo k!
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R, (x)]=[f (x)-T, (x))

e"—zn:%xk

k=0

Taylor-Reste: =

N
€ n+l

(n+1)”

mit einer unbekannten, aber von x abhingenden Stelle

Taylor—

formel

se[0,x] ([x,0])
Waihle fiir I das Intervall I=[-m,m], me N
Dann ist fiir alle sel

s<m, also

e’ <e™

Folglich ist fiir alle xe [

X" >0 firn—

(n+1)!

d.h.
f(x)=1imT, (x)
) Xk
= Z— firalle x € [-m, m],
k=0 K-
aber, weil m beliebig grofl gewihlt werden kann, fiir alle xe R

S. Satz:
f besitzt Ableitungen beliebig hoher Ordnungen auf dem Intervall I mit Mittelpunkt x,,
Dann ist

f(x)=lmT,(x)

f(k) (X)
!

:kzz(;k

(X_Xo)k

genau dann, wenn limR, (x)=0ist.
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6. Bemerkung

Der Definitionsbereich von f und der Bereich, in dem f durch eine Potenzreihe dargstellt wird,
miissen nicht iibereinstimmen.

2.B. gilt fiir f(x)= D(f)=R-{1}

1
1-x

es ist aber sz(x):ixk nur fiir x| <1
k=0

1-x
D(f)
— T
—+
0 1
1 A [
_ L~ L
-1 0 1
Konvergenzbereich der Taylorreihe

7. Beispiele

a) f(x)=cosx, x,=0
cos(0) =1
cos'(0) =—sin0 =0
cos"(0) =—cos0 =1 ¢ 4—erZyklus
cos'” (0) =sin0 =0
cos' (0) = cos (0) =1
f(2k+1) 0
Ay =0= ()
(2k +1)!
Also ist . firallek =0,1,2,...
2, =
2k (21()'

Die Taylorreihe zu f (x)=cosx umx, = 0hat also die Form:

oo 2k 2 4

() S R

=l=-T—+
P (2k)! 21 4!
Fiir die Taylorpolynome gilt:
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T, =T

n = 2n+1

also ist
If (%) =T, (x)|=[f (x) = Ty, ()
= ‘R2n+l (X)‘
f(2n+2) (S) -
(2n+2)!|x|
~ ‘cos(s)‘

(2n+2)!

< ! |X
(2n+2)!

2n+2

|x

2n+2 N—oo

0

d.h. es ist

cosx =f (x)=1imT, (x)

n—oo
2k

=>(-1)" (;k),

k=0

(vgl Ubung: schnelle Konvergenz, geeignet zur praktische Berechnung von cos x fiir

beliebige Werte von x!)

- Seite 64 -



Systems Engineering — Angewandte Informatik

SS 2006

Mathematische Grundlagen II — Analysis bei Prof. Dr. Lutz

7. Beispiele (zur Taylor-Entwicklung = Potenzreihen-Entwicklung)
F(x)=T, (x)+R, (x)
nf@“xo fM(”
= - + - 5 5 s
2 (x—x,) (k:+1)|(x Xo) s s€IX, x,[ (X4, X[)
(2 (5>0)
a) CcoSX = -1 x,>0) firallexe R
= (2k)! ’
oo N X2k+1
b) sinx =) (-1) firallexe R
c) Sei  f(x)=In(1+x), x,=0
f(x)=In(1+x) £(0)=In1=0
1
f'(x)= £'(0)=1
(x)= (0
1
f"(x)= £"(0)=-1
M= ()
1
% (x)=2 ®(0)=2
M=t 0
£ (x) = 23— 4 (0) =6
(1+x)
allgemein:
£09 (x) = (1) (k1)1 — firr k21
1+x)
£ (0) = (=1)*" (k-1):
£®(0) w1 (k=1)!
k! =(-1) k!
a1
=(-1)""= k>1
(-1
= k-1 1
dh. |T,(x)=Y(-1)"=
= k
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Fiir das Restglied R, (x)gilt:

f(n+1)
Rn(X): (S) Xn+l

Also ist fiir (s) e [0,1[

n+l 1

Rn(x)‘ﬁ— X

T n+l

Analoge Rechnung gilt fiir (x) e]-1,0]

Also ist

a1
— _1 k I—Xk
21" ¢
=X—y -
firxe]-11[
Substituiert man y :=1+X, so ergibt sich die Entwicklung
(x=y-1)
ny=3 (- ~(y-1)
o= k
= k-1 1 K K
=1 1=3) ()
o= k
- a1 K
_ 1 2k-1 1 1—
S ()" L1-y)
> 1 K ..
:—zi(l—y) fiiry €10, 2[
k=1
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d) Nicht immer muss man die Taylorkoeffizienten durch fortgesetztes Differenzieren von
f gewinnen.
z.B.
1
f(x)= x,=0

(k+1)x"* fiir|x| <1

Weitere Beispiele dieser Art im nédchsten Abschnitt iiber Integralrechnung!
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3. Integralrechnung

3.1 Fliacheninhalt und Stammfunktion

Die Integralrechnung geht von 2 Fragestellungen aus.

a) Berechung von Flacheninhalten:
Rechteck:
F b F=a<b
a
Parallelogramm:
oA b
Dreieck:
— ____....,__.-_r ___:__?_
BN
A F=1a-h
— ;. - f.-—-r—l-—
T — , e i
Ein Zugang zum Integralbegrift:
Fliacheninhalt krummlienig begrenzter
Fliachen!
b) Gegeben sei eine Funktion f auf [a,b]. Gesucht wird eine Funktion F mit F* = f
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1. Definition

Gilt F’ =f auf [a,b], so heiBt F eine Stammfunktion zu f.

Eine Aussage wie
sin'x = cos X

kann man also auf 2 (dquivalente) Weisen lesen:
cos x ist die Ableitung von sin x

oder:

sin x ist eine Stammfunktion zu cos x

In diesem Sinne liefert jede Ableitungsformel eine Stammfunktion.

Zunichst: Berechnung von Flicheninhalten

Dabei werden nur Fldcheninhalte berechnet, die begrenzt werden von Abschnitten der x
Achse und dem Graphen einer Funktion.

Flacheninhalte unterhalb der x-Achse haben
einen negativen Inhalt, oberhalb einen

ositiven.

E >0,F>0,E >0 F=F+E +..+E
E, <0,F, <0
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f(x)=sinx E=0

Falls alle Flicheninhalte positiv seien sollen (elementargeometrischer Inhalt)
ersetze f durch |f |

f(x)=sinx

f

Es sei f :[a,b] — R eine Funktion

a o
undx;, =a+ih,1=0,...,n

Wihle einn e N und setze h:

Dannist x, =aundx, =b

Setze
E :=f(x,,)hund
I,=>F
i=1
=h) f (Xi—l)

i=1
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2. Satz

Ist f :[a,b] — Rstetig, so konvergiert die Folge (I,) .

Setze I:=limI

n

3. Definition
I heif3t das Integral von f iiber dem Intervall [a,b], symbolisch:

jbf(x)dx =1

a

a und b die Intervallgrenzen.

Statt ,,Integral““ sagt man auch ,,bestimmtes Integral*

b
J.. f (x)dx misst offensichtlich den gesuchten Flicheninhalt!

4. Bemerkung
Falls f stetig ist, kann man F, auch berechnen als

Auch dann ist I=lim Z E

n—oo

5. Beispiele:
b
Gesucht ist J.O f(x)dx  firb>0 undf(x)=x"

Wihle ne N, hzzh, x; =1h,1=0,...,n

n
Dann ist E =(x,_,)h=[(i-1)h] +h
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also

L=)F
i=1

=h*> (i-1)°

i=1
=h+(1+4+9+..+(n-1)’)
Formel—

= h*[4(n-1)n(2n-1)]

sammlung

b3
()= 2 4 (n=1)n(2-1)]
b’ 2n’ + Heses
"6 o .
3
Also ist bezdxzb—
0 3

(*)  Methode fiihrt nur kann zu einem Ergebnis, wenn der Grenziibergang lim1_explizit

vorgenommen werden kann!

Fiir kompliziertere Funktionen wohl nicht geeignet!

Auf der Methode, Integrale durch Ausschopfung mit Rechtecken zu berechnen, basieren aber

Methoden zur ndherungsweisen Berechnung von Integralen:
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6. Definition

—a

T, (f)heiBt die Trapezsumme fiir f zur Schrittweite h = b
n

7. Satz

Ist f stetig, so ist:

. b
(m)Th(f):ja f(x)dx

f :[a,b] > Rsoll (ndherungsweise) integriert werden

b—a
n
x,:=a+ih, 1=0,..,n

Trapezsumme: ne N,h:=

Dann ist
X, =aundx, =a+nh

=a+n
n

=a+b-a
=b

h = Schrittweite

T (6) = 2216 (x,) £ (x,)

k=1
=207 (a) 426 (a +h)+ 2f (a+20) +..+£ (b)
., Trapezform zu f und zur Schrittweite*

7. Satz (Fortsetzung)

Ist f stetig , so ist

. b
lim T, (f) = [ £ (x)dx
(hee)

Ist f zweimal differenzierbar und f "(x) < M fiir alle x € [a,b], so kann der Fehler der

Trapezsumme im Bezug auf jb f (x)dx abgeschitzt werden.

< % M.h? (Fehlerformel fiir die Trapezsumme)

T, (£) = [ £ (x)dx

a

Es ist
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Anwendung: J.lb f (x)dx soll mit der Trapezregel mit einem Fehler von hdchstens

£ > 0 berechnet werden.

Das ist sicher gegeben, wenn man

b- 4 Meh’<e
12
gilt.
2 ¢ 12.¢
~(b-a)M
Also ist zu wihlen.
h < 12e¢
(b—a)M

8. Beispiel:
I= joz xe* dx soll mit einem Fehler von max. € =107 bestimmt werden.

Es ist f(x)=xe", also
f'(x)=e"+xe* =(x+1)e"
f'(x)=e"+(x+1)e*

=(x+2)e*

folglich |f "(x)| = |(x +2)e*| < 4> =29,56...< 30 = Mfiiralle x [0, 2]

-2
d.h. hs,/lz 10 =0,044....,
230

n=2"252 7.
h
n muss ganzzahlig sein, also wihle n =45 (oder zur Vertiefung n = 50)
Fir n=45
T, (f)=8.37...
also ist [ xe* dx=8.370,01

Besser Ndherungen ergeben sich mit der sog. Simpson-Formel (Kepplersche-Fassregel)
bei etwas gleichem Rechenaufwand:

Wihle ne Nundh =

a
n, setze:

2n
x; =a+ih, 1=0,...,2n
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Als Intervallndherung auf [Xz( X,], 1=L..,n

i-1)°
. h

dient E[f(xz(i_l))+4f(xzj_1)+f(x2i )]

Aufsummiert ergibt sich:

9. Definition

h n
S, (f) :Ez[f (Xz(i—l))+4f (Xzi—1)+f (XZi )]
i=I

:%[f(XO)+4f(x1)+2f(x2)+4f(x3)+...+4f(x2n_1)+f(x2nJ]

=b

heift die Simpson-Formel fiir f zur Schrittweite h =

n
10. Satz

Ist f stetig, so gilt

imT, (£) = [ £ (x)dx

h—0

Ist f 4-mal differenzierbar und ‘f “ (X)‘ <M fiir alle x € [a,b], so ist:

b—a

< Mh*

S, (F) =] f (x)dx

a

[Beispiele in den Ubungen!]

b) Integration und Stammfunktion

F Stammfunktion zu f auf [a,b]:<=>F =f
11. Satz

a) Sind F und F, Stammfunktionen zu f auf dem Intervall [a,b], so ist

F, =F +c, ckonstant
d.h. zwei Stammfunktionen unterscheiden sich nur um eine Konstante

b) Ist Feine Stammfunktion zu f auf [a,b]Jund ce R, so ist auch

E =F +c
eine Stammfunktion zu f
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Beweis:

a) EundF seien Stammfunktionen zu f auf [a,b]dann ist

E'=f=FE", also
(F,—F)'=F,'-E'=f—f =0auf[a,b],
also  F, —FKkonstant, E-EF=c, E=F+c

b) E'=f, ckonstant ,F =F +c
dann ist

E'=(F+c)' =F"+(c)
:F‘l':f

E, ist also auch Stammfunktion

Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung stellt den Zusammenhang her zwischen

Integral und Stammfunktion.
12. Satz (Hauptsatz)

1. Istf stetig auf [a,b] und Fy definiert durch
F(x):= jxf(x)dx, x € [a,b]

so ist F eine Stammfunktion zu f auf [a, b]

2. Ist Firgend eine Stammfunktion zu f auf [a,b]
so ist F=F, +c¢ mit einer Konstanten c.

Dabei ist c=F(a)=F,(a)+c
f

[’ (x)dx =F(b)~F(a) = F(x)

a

13. Beispiele (vgl. Beispiel 5 zur Ausschopfung mit Rechtecken)

Es iSt(%XS) =x7, dh.F(x):= §X3 ist eine Stammfunktion zu f (x)= x* auf ganz R

Also ist nach 12b)
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14. Beispiel:

f ist eine Stammfunktion zu f’, also ist
[[£(x)dx=f|'=1(b)~f (a), falls 'stetig ist

15. Schreibweise:

Der Zusammenhang zwischen Stammfunktionen und Integral hat dazu gefiihrt, dass man
Stammfunktionen wie Integrale bezeichnet:

Statt F(x ) schriebt man .[ f(x)dx [ohne Integrationsgrenzen!]

Beispiel: J. x*dx =1x’

b

[bezdx =1x’ N

Statt ,,Stammfunktion* sagt man ,,unbestimmtes Integral*

Die Gesamtheit der Stammfunktion zu f ist dann durch

J. x’dx+c, ce R, gegeben:

J. x*dx[+c]=1x"+c.

Um mit Stammfunktionen berechnen zu konnen, muss man moglichst viele Stammfunktionen
zur Verfiigung haben.

Aus den bisher bestimmten Ableitungen elementarer Funktionen kann man Stammfunktionen
ablesen.
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£(x) F(x) ([ £(x)ax)

Xn 1 n+l n+l n
—_— '=(n+1
n+1X ((x ) (n+1)x )

) = ln|x|
eaX leax
a
COS X sin X
sin X —COS X
1 tan x
cos® x

1 arcsin x

1-x?

1 arctan x

1+x?

tan X 77
arcsin x 77
1n|x| 7

Systematische Verfahren zur Berechnung von Stammfunktionen?
1 \ "
(ln|x|) ZH(|X|) firx #0
X
1 [Lfallsx>0
(*) =
—1fallsx <0
{i—%,fallsx >0

Ix
—== fallsx <0

Ix

[x

x| ==x x=|x

Also ist fiir alle x 20

In[x| =~
X
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3.2 Integrationsmethoden

1. Partielle Integration

Diese Methode benutzt die Produktregel:
Fiir zwei differenzierbare Funktionen f und g ist:

(fog)': f 'og+fog"
also  fleg=(feg)'—fog'

Folglich ist
[£1(t)g(t)dt = [(feg)'(t)dt—[f (t)g'(t)dt
(*)
0= [ (t)g'(1)dt(+c)

bei bestimmten Integralen:

(%) jf t)dt=(f

jf

*) mund (**) sind die Regeln fiir dle partielle Integration:

Der Integral wird zerlegt in:
f'(t)eg(t)  (linke Seite!)
f 'wird integriert zu f,
g wird abgeleitet zu g’

Methode natiirlich nur sinnvoll anwendbar, wenn die Integration von f 'leichter ist, als die

von f'eg .

1. Beispiel
1) Gesucht ist j xe*dx

a) Setze f'(x)=x,g(x)=¢"
2
Dann ist f(x)= X?,g'(x):eX
. X XZ X 1 2 x
Also ist jxe dx =—e" —— | xe " dx="?
f'g 2 fg

b) Setze g(x)=

Dann ist g'(x)=
Also ist

~— ><
;_;
M
lanr)
A
\_/
| |
><

j xe" dx = xe* — | lee" dx
gf' g'f

=xee" —e" (+¢)
=(x—1)e" (+¢)
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2)

3)

je"cosxdx=e"cosx—J‘e"(—sinx)dx
f' g f o« g ¢
* g

=e" cosx+je" sin x dx
(nochmalige partielle Intergration)

=e* cosx+[e"-sinx—je" cosxdx}
feog f . g

=e" (cosx+sinx)—jex cos x dx

also ZJ'ex cos x dx =%e" (cosx +sinx)(+c)
Isinz xdx = Isin xesin x dx
f' g

= (—cosx )ssin x—j(—cos x)cos x dx
f . g f g'

=—COsS Xesin X + jcos XeCOS X dx
' g

= —cosxsinx+[sinxcosx—jsin xs(—sinx)dx

f
— [in2
—.[sm x dx

Stattdessen

S.0.

.[sinz xdx =—cos x-sinx+J.c0s2 x dx
(cos2 x =1—sin? x)

= —cosx-sinx+'f(1—sin2 x)dx
= —cosx-sinx+x—jsin2 x dx

,Z.[sinzdezé(x—cosxsinx)+c

z.B. ist also
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(x —cos xesin x)‘

n
0

4) |
j In x dx Tn:ok!j l-lngx dx

b
=)%1£1X—J. Xe+dx
=X1I1X—j 1dx
=xlnx—x
=(Inx-1)x+c

=x(-1+Inx)+c

2. Die Substitutionsmethode

F sei eine Stammfunktion zu f, g sei eine differenzierbare Funktion.

Dann ist nach der Kettenregel

(Fog)'(s)=F'(g(s))e'(s) (Fog)(s)
(

=f(g(s))e'(s)
d.h.
Fogist eine Stammfunktion zu (f o g)-g'

d.h.
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Substitutionsregel:

[ £(2(s))g'(s)=] £(t)dt

bzw.

[t e ()ds= 1w

Die Regel kann in beiden Richtungen gelesen werden:

. ()

t=g(s

L Es ist ein Integral der Form jbh (s) ds zu berechnen.

Man erkennt, dass h zerlegt werden kann in h(s)=f(g(s))-g'(s)
mit zwei Funktionen f und g, wobei f leicht zu integrieren ist.

bh(s)ds :Ig(b)

Dann ist .[ «
gla

a

f(t)dt.

Die Verdanderung der Grenzen ist leicht zu erkléren:

g(s) wird durch t ersetzt, t=g(s)
Fiir s=aistt=g(a)
s=bistt=g(b)
2. Beispiel
b
a) .[ sin’sscossds =?

[ N —
h(s)

Wihle f(t)=t>,g(s)=sins

Dann ist f(g(s))eg'(s)=sin’ secoss =h(s)

also ist
J'sinzs-cossds=J' f(t)dt
t=g(s)
:J' tzdt‘l:, |
t3
- 3 ‘n=-in<
sin’s
= (+¢c)
b -2 Sil’lSS b
J', sin“scossds =
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b) I g (s )d = (geine gegebene Funktion)
*g(s)
1 1
' ds=| —dt
.[ g (S) g(S) s j t t=g(s)
= 1n|

=ln‘g(s)‘(+c)
( ;thuf[a b] )

I

ds—ln‘g ‘—ln‘g(a)‘

c)
g'(X)
el e
=—ln‘x2 +a2‘+c
1 2 2
=—In (X +a ) +c
2
II Manchmal ist es zweckmiBiger, die Substitutionsregel in der anderen Richtung zu

lesen.

FMHQmef@@WgQN&

d.h. man ersetzt t durch g(s)und berechnet das rechte Integral

3. Beispiele
o Lo o

e +1
Esist f(t)= !
e' +1
Setze s:=e'.
t=g(s)=Ins
Dann ist
£(g(s))g(s) = s
e+l s
N
s+1 s
also ist
[ar =] las
e +1 s+l s I=
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= —ds+ ds‘
s+1

:_1n|1+S|+1n|S|L:__.

$=...

=—In(e'+1)+Ine' (+c)

(+¢)

t

=In .
e +1
et

b ]
.[ dt=1In l
ae' 41 e +11°

Durch die Riicksubstitution s =g~ (t) kehrt man zur urspriinglichen Variablen zuriick und

kann dann die urspriinglichen Integrationsgrenzen benutzen.

jabf(t)dt =J';:l(b)f(g(s)).g'(s)ds

(a)

Praktisches Vorgehen:

a) .[ sin’scossds Substitution: t=sins

dt n n
4 —coss "Bruch
=It2dtJ- |t=sins o
dt =cossds
1

= gtS t=sins (+C)

.,
== +
3sin s(+c¢)

Zuerst den ,,storenden Term* substituieren

=> die neue Variable nach der alten ableiten,

=> nach der alten ableiten

=> den gesamten Integranden einschlieBlich der Integrationsvariablen umschrieben
=> Integrieren

=> neue Variable wieder durch die alte ersetzen

Grenzen miissen nicht transformiert werden!

a

. ) 1 .3 |b
Ism scossds=§sm S
a
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b)

Substitution:

‘=“t—ln(e‘+1)+c

I e ™ dx Substitution:

e 1
Ej'e -\/gds

ebenso schwierig

s=¢e'

goe' =>di=%=1ds
e s

2
S=X

ds — — —ds — _ds
T=2x =>dx =75} —>dx-2ﬁ

Zu f(x)= ™ gibt es keine Stammfunktion, die sich mit bekannten Funktionen

ausdriicken l4sst.
b

je’xzdx kann also nicht mit dem Hauptsatz berechnet werden, sondern nur

a

niherungsweise.

Beispiele fiir ,,einfache* Substitution:

jf (ax)dx Substitution:

t=ax

:%jf(t)dt

Beispiel:

je""‘ dx Substitution:

Substitution:

t=Xx—X

=[f(t)a

Beispiel:

o

J-e"_"" dx

Substitution:

t=XxX—-X,

4 —] =>dt=dx

t=x-X,
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3. Integration durch Partialbruchzerlegung

Integriert werden dabei rationale Funktionen, d.h. Funktionen der Form:

wobei p und w Polynome sind, wobei gradq > list.
Die zu besprechende Methode erfordert, dass
gradp < gradq (,,Gradbedingung*)
Falls diese Bedingung verletzt ist, also
gradp=gradq
ist, macht man zunichst Polynomdivision und erreicht eine Darstellung der Form

=Py il
q

q

wobei p, und p, Polynome sind und gradp, <gradq.

P und 22 werden dann einzeln integriert.

4. Beispiel

x*—3x>-3x*-2x -2 p(X)
r(x)= 2 =
x*=3x-5 q(x)
=Y Gradbedingung verletzt!

—(x“+3x3 —SXZ)

+2x7=2x -2
—(2x*-6x-10)
+4x+38

Fiir die Integration von by benotigt man die Nullstellen von q!
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Einige Facts iiber Polynomnullstellen:

a) Ist p ein Polynom mit gradp=n =1 und x, eine Nullstelle von p, so ist

ein Polynom mit gradp, =n—1 (,,Division geht auf*),
d.h. man kann p schreiben als

p(x)=p (x)(x=x)
Ist dann x, eine Nullstelle von p,, so gilt:

P(x)=p, (x)(x=x,)(x=x;)

usw., d.h. sind x,,...,x, die voneinander verschiedenen Nullstellen von p, so ist

11 12 Ik

P(x) =Py (x)e(x=x,) o(x =x;) e.os(x =%, )",

wobei p, ein Polynom ohne Nullstellen ist. Dann ist grad p, gerade!

Die Faktoren x —x jheiBen Linearfaktoren von p.

Die Zerlegung des Nennerpolynoms q in Linearfaktoren ist die Grundlage der

Partialbruchzerlegung des Quotienten P

q

Methode wird hier nur fiir gradq =n = 2 oder = 3 demonstriert.

n =2: Zu integrieren ist ein Ausdruck der Form:

r(x)= _ax#b (ein Faktor bei x> wird vorher gekiirzt!)

x?+cx+d

Nullstellen des Nennerpolynoms:

x> +ex+d=(x+2) =< +d=0
-—d

c
4

=1(c?-44d)

<:>(x+§)2 =
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3 Fille:

a) ¢*—4d>0 Dann zwei verschiedene Nullstellen:

Esist x> +cx+d=(x—x,)(x—Xx,)

b) ¢’—4d=0  Dann eine (doppelte) Nullstelle

Es ist xz+cx+d=(x+§)2

c) ¢’ —4d <0, keine Nullstelle
q muss unzerlegt bleiben
Im Fall a) macht man den Ansatz:

ax+b A B

(x=x,)(x—x,) B X=X, X—X,
im Fall b)

ax+b A B
= +

(X_Xl)2 X=X (X_Xl)z

zu bestimmen sind die Konstanten A und B:

Beispiele:

x+2 X+2
x> =3x—4 (x—4)(x+1)

[x?—3x—4<=>(x—-21)"=2-4=0

a)

Multiplikation mit dem Hauptnenner:
x+2=A(x+1)+B(x—4)

=(A+B)x+(A-4B)
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b)

Koeffizientenvergleich:

A+B=1 ¢1] 5A=6
A-4B=2 ¥ A=¢
B=1-A
—_1
5
oder:

Einsetzen geschickter x-Werte (=Nullstellen)

x=4 6=5A => A=2$
Also ist

x+2 6 1 _1 1
x?=3x—-4 5x-4 5 x+1

X+2 B X+2
x2=2x +1 (X_lf
A B
x—1 (x—1f

x+2=A(x-1)+B

Bestimme A und B:
Koeffizientenvergleich:

I=A
2=B-A=B-1=>B=3

oder:

Einsetzen zweier x-Werte:

x=1: 3=B

x=0: 2=—A+B=-A+3

A=1

Es konnen beliebige x-Werte eingesetzt werden.

X+2 1 3
2 = + 2
X =2x+1 x-1 (X_l)

(Probe, indem man die Zerlegung wieder auf den Hauptnenner bringt.)

Die gesuchten Integrale ergeben sich dann aus den Formeln:

J- ! dx=1n|x—x1|+c
X=X,
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1 1
LR
(x-x,) X=X

und j(x—xl)_ldx =(—1)(X—X1)_l+c

Fiir die beiden obigen Integranden ergibt sich dann

X+2 6¢ 1 1 1
J-X2—3X—4dX:§J-X—4dX_§J- X+1dx

=§1n|x—4|—lln|x+l|+c
5 5

X+2 X+2
272 dx=
J-x2—2x+1 X J- (x—l)2

=.[de+3 dx
x—1

1
(x-1)

=1n|x—1|—3L+c
x—1

Im Integrationsintervall darf keine Nullstelle des Nennerpolynoms liegen!

Im 3. Fall hat das Nennerpolynom keine Nullstelle, dafiir existiert eine direkte

Integrationsformel (vg. Formelsammlung)

Ist 4d >c?, so gilt

ax+b
2D g
X" +cx+d
:iln(x2 +cx+d)+Marctanﬂ
2 4d—c? 4d—c?

Ein wichtiger Spezialfall ist

dx:

J- ab+x
x> +1
keine Nullst.

Entweder spezialisieren der obigen Formel
oder:
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ax+b ax b
= +
x+1  x*+1 x*+1
a 2x b
= +
2 x2+1 x*+1

jai—+b:iln(x2 +1)+b-arctanx+c
x“+1 2

Dann sind 4 verschiedene Fille moglich. Angegeben wird die Form des Nennerpolynoms
(in moglichst weitgehend zerlegter Form) und der jeweilige Ansatz fiir die jeweilige
Partialbruchzerlegung. Die unbekannten Konstanten werden dann wie im Fall n =2

bestimmt.

1. Fall: q(x)=(x—x,)(x=x,)(x—x,), wobei die Nullstellen x,,x,,x, alle

voneinander verschieden sind.

ax’+bx+c A B C
Ansatz: = + +
q(x) X—X, X—X, X—X,
2. Fall: q(x)=(x=x,)"(x=x;), X, #x,
ax’ +bx+c A B C
Ansatz: = + —+
q(x) X=X, (x-x,) X-X,
3. Fall: q(x)=(x-x,)’
ax’+bx+c A B C
Ansatz: = + -+ 5
a(x) X=X (x=x)" (x-x))
4. Fall: q(x):(x—xl)(xz+dx+eJ,4e>d2
keine Nullstelle
ax’ +bx +c A Bx+C
Ansatz: = >
q(x) (x—x,) x’+dx+e
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5. Beispiel

1. Gradbedingung erfiillt? Nein!
Also Polynomdivision

2+5
(4X3_3X2+X_4):(X3_X2_X+1):4+ﬁ

2. Aufstellen der Nennernullstellen:

x, =1 ist eine Nullstelle

,»Abdividieren* von X,

(x3—x2—x+l):(x—1):x2—1
@)
—-x+1
—(—x+1)
0

Also ist:

x'=x?—x+1=(x 1)(x2—1)
=(x=1)(x=1)(x+1)
(x 1)2(X+1)

Ansatz zur Partialbruchzerlegung

>

x% +5x A B C
+ +

(x=1)"(x+1) x-1 (x-1)" x+1
Bestimmung der Koeffizienten
x> +5x = A(x—1)(x+1)+B(x +1)+C(x -1)’

x=1: 6=2B, B=3

x=-1: —-4=4C, C=-1

Xx=2: 14=3A+3B+C
14=3A+9-1
6=3A, A=2

- Seite 92 -



Systems Engineering — Angewandte Informatik

SS 2006

Mathematische Grundlagen II — Analysis bei Prof. Dr. Lutz

5.

4.

Die Partialbruchzerlegung hat also die Form:

xX*+5x 2 3. 1

(x=1)"(x+1) x=1 (x-1)" x+1

Integration:
3 a2

I4X3 3’; +X+4dx=j4dx+2dex+3j ! 2dx—j ! dx
X —x"—x+1 x—1 (x—l) x+1

:4x+21n|x—1|—3L1—1n|x+1|(+c)
X

2
PP B €S

+C
x—1 |X+1|

Beim Einsetzen von Grenzen ist darauf zu achten, dass dazwischen keine
Nennernullstelle liegt.

im obigen Beispiel kann

b
berechnet werden fiir alle a und b mit: 1,—1¢ [a,b]

Integrieren von Potenzreihen

Potenzreihen kann man ,,gliedweise* integrieren, d.h. ist

oo

f(X):Zak(X_Xo)k

k=0

fiir alle x mit |x - x0| <r (r>0), soist eine Stammfunktion zu f auf diesem Intervall gegeben

durch:

—a,(x—x,)+%(x=x,) +..4C

Die Integrationskosntante liefert dabei das Absolutglied, d.h.es ist:
F(x,)=c

Beispiele:
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a) Z
k=0

I dx—je dx—z IX dx

(firallexe R)

W‘|><

— N iL k+1 +C
k41
= ixk +C
o k!
Fiir ¢ =1ergibt sich: F(x)=¢"
fir ¢ =0 ergibt sich: F(x)=e" -1
b)  Gesucht ist die Potenzreihenentwicklung von f(x)=arctanx umx, =0
1. Moglichkeit: Bestimme " (0) = arctan™ (0) fiirk =0,1,2,..
1
f'(x)=
(x) 1+x’
" 2x
f (X) = 2\2
(1+X )

f"(x)=... Bildungsgesetz?

2. Moglichkeit:
1

= ! - (geometrische Reihe)

(=) (W<y)
(1) 5

k=
=1-x*+x*=x°+..
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Dabei ist ¢ = (0)=arctan0=0, also ist die Reihenentwicklung des arctan durch

) 1 " X2k+l 1
arctanx-kzz(;(—) S~ (|x|<1)

gegeben.
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3.3 uneigentliche Integrale

Bisher erden Integrale der Form
b

If(x)dx

bestimmt, wobei a,be R,a <b und f stetig auf [a,b] ist. (,,eigentliche Integrale*)

,uneigentliche Integrale*: Eine der beiden Grenzen ist cooder —oo oder f ist nicht stetig in
mindestens einem Endpunkt des Integrationsintervalls.

1. f sei definiert auf dem Intervall [a,o0]= {c|a < x} und dort stetig.
-
/ f
I A
a b

Dann existiert fiir jedes b > a

b

[f(t)dt

a

Man setzt

o

b
jf (t)dt:= lim | £ (t)dt ist nicht immer gesichert:

= b
j 1dt =1lim [1dt
0 bee 0
=limb
b—e

=00

=3 b
.[ cos xdx =1lim| cos xdx
b—
0

b

0 )

=limsinb existiert nicht!
b—

= lim (sin X
b—e
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1. Beispiel

a)
°1
j—dx (0<a<b)
Y X

b
=Ilnx

a

=Inb-Ina

b—oo

%oo

b 1 b 1
.[ —dx exisitert nicht(oderj-—dx =0 ]
a X a X

b)
b
J'Lndx (0<a<b) jx‘“z ! x_'”lzL 1_1
T X -n+1 I-nx
L1
_Exn—l
1 1 1
- 1—Il|:bn_l _an—1j|
“:"_ 1 1 1

Analog definiert man

b b
If(x)dx =lim | f (x)dx

falls f def. und stetig ist auf |—oo,b] und der Grenzwert existiert, so wie

oo 0

_Tf(x)dx :=If(x)dx+ I f(x)dx,

0
falls die beiden rechten Integrale existieren!

Es ist nicht definiert:

oo

[ £(x)dx=tim [ f(x)dx

—o0 —a
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Beispiel:
.[ sinxdx =?

—oo

1. Methode (richtige Methode!)
=lim (1—cosb)

b—eo

also existiert

jsin xdx = lim(—cos X

b—o

oo

J- sin x dx nicht!

2. Methode (falsch!)

a

j sinx dx = —cosxt
—a
=—[cosa—cos(—a)]
%,—/

= Ofiir jedes a
also

a
limJ-sinde =0
a—ro0

—a

Es gilt aber: Ist f 20auf R, soist

a

lim | f(x)dx

b

0
= lim [ f (x)dx + lim [ (x)dx
b

b—>eo a—>—oo
0

d.h. beide Methoden fiihren zum gleichen Ergebnis!

Durch Grenziibergang kann man auch Integrale definieren fiir Funktionen, die auf [a,b[ (oder

Ja,b]) stetig sind, wo aber limf (X)(limf (x))z oo ist.

x—b X—a

Dann setzt man

b b-h
[t(x)ax=lim [ f(x)dx  (h>0,b—h>a)

h
b b
[If(x)dlein(} f(x)dxj (h>0,a+h<b)
a a+h
| | |
I I |
a<= a+h b

- Seite 98 -



Systems Engineering — Angewandte Informatik SS 2006
Mathematische Grundlagen II — Analysis bei Prof. Dr. Lutz

falls die Grenzwerte existieren

[~
(@}
o i I

Sind a und b Unendlichkeitsstellen, wihle a <c <b und setze
b

.[f(x)dx = jf(x)dx+jlf (x)dx

falls die Integrale auf der rechten Seite existieren.
3. Beispiele

a) Essei a<b.Ist h>0 mit a+h<b, soist

b

J

a+h

dx=Im|x—a|’
X—a X m|X a|a+h
=In(b—a)-Inh

——o0
fiir h—0

b
) 1 . )
also ist .[ dx = oo (,,existiert nicht*)

* X—a
z.B. ist (siche a=0

j-ldxzoo

()X

[

Dagegen gilt

- Seite 99 -



Systems Engineering — Angewandte Informatik

SS 2006

Mathematische Grundlagen II — Analysis bei Prof. Dr. Lutz

J-%dx:%/;‘]h
=2-2vh
=2(1-+h)
ey

2 VX
e
1 L~ 1
NV
/ |

b)  Essei I(t)=te™ fiirt>0.Dabeiist >0

Existiert 1= [1(t)dt?
0

Stammfunktion zu I(t):

jte_ﬁtzdt Subst. s=pt>
= €L e 'ds Lds =tdt
2B =ht* 2B
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1

=—— e_s
2B
= — L e_Btz

2B
I =lim | I(t)dt

oo
C—>00

=1lim _ L e ‘ )
30 2B 0

= limi(l —e j
=28 S
1
2
Schriebweise:

SZBt2
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3.4 Berechnung von Kurvenlingen

Gegeben sei eine Kurve y mit dem Anfangspunkt a und dem Endpunkt b:

b

Gesucht ist die Lange L(y)vony
L(y) ist dabei definiert als die Linge der Strecke, die entsteht, wenn die Kurve durch ihren

Endpunkt zu einer Strecke ausspannt.

Wir setzen voraus, dass y der Graph einer differenzierbaren Funktion f iiber [a,b]ist:

Y

Wihle ne N,h:=—2 x. =a+ih,i=0,...n

Dannist x,=a, x, =b
L, sei die Linge des Streckenzugs, der die Punkte (Xi,f (x; )), i=0,...,n, verbindet
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Dann ist

L,= nz_l,\/h2 +[(Xi+1)_f (Xi)]z

i=0

s=\/h2+(f'(xi)h)2
=hy1+f'(x,)’

Es ist

Diff —Rechn.

F(x)-f(x) = f()(}

~f'(x,)h
wobei die Approximation umso besser wird, je kleiner h ist.

n—1
Alsoist L, =Y hy/1+f'(x; )*, andererseits ist limL, =L(y.)
i=0 e

Setze g(x)=4/1+f'(x,)" . Dann ist

Rechtecks— n—

[e(x)ax = limih-g(xi)

ausschopfung n—oe ‘=0

= limnz_ihw/1+f'(xi)2
17520

a

Also ist

j)-g(x)dx :j-w/l+f'(x)2

=limL,
n—oo

=L(v)
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1. Satz

Ist f eine differenzierbare Funktion auf [a,b], so ist die Linge der Kurve vy, die durch den
Graphen von f gegeben ist, zu berechnen als

b

L(y) :.[ 1+£'(x)"dx

a

(;,Kurvenlidnge*

2. Beispiele

a) Es soll die Lange des Kreises (um 0) mit Radius r > 0 berechnet werden.

,Bogenlinge*)

N

Die Kurvengleichung ist durch x*>+y” =r” gegeben, d.h.

-T

y(x)=tvr’—x* ,-r<x<r

Fiir y(x)=vr’-x7,

X € [-r,1]

ergibt sich als Graph des oberen Halbkreises.

Dann ist

L(Y):j\/l—Y'(X)z dx

. —2x =X

2\/r2—x2 \/rz—x2

X2

rr—x’

st x> _r2—x2+x2_ r’
rr—x’ rr—x’ rr—x’
1

=Te
rr—x?
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Also fiir

dx

r 1
L=l o
Formel—

. X
= Trearcsin—

sammlung r

= re[arcsin1—arcsin (—1)]

Die Liange des Vollkreises ist dann L =27r

b) Die Gleichung der sog. Kettenlinie v ist durch y(x)=
gegeben.

Dann ist y'(x)z%(e"—e”‘),

1+y'(x)2:i(ezx+e‘2"+2)
Loy |
=[E(e e )}
=y(x)
N =y(x):%(e"+e"‘)

;(ex_e—x)

Also ist die Losung der Kettenlinie iiber [-b,b] gegeben durch
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coshx =y(x)

L(y)

Héufig sind Kurven durch eine sog. Parameterdarstellung gegeben, d.h.

yit—(x(t),y(t)) (ebene Kurve)
oder y:t—(x(t),y(t),z(t)) (rdumliche Kurve)  te[a,b]
Beilspiel: t—(rcost,rsint) ,te[0,2x]
r

v
N

x(t)=rcost
y(t)=rsint

x(t)2 + y(t)2 =1’ (Cos2 t+sin’ t) =1’

v beschriebt also die Kreislinie mit Radius (durchlaufen 1-mal im
Gegenuhrzeigersinn)

3. Satz

Ist y durch eine Parameterdarstellung gegeben, so ist

L(y) :j1/X(t)2+y(t)2dt [:Nx(t)z +y(t)2+2(t)2dtj
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4. Beispiele

a) Linge des Kreises mit Radius r:

y(t)=(rcost,rsint), te[0,2x]

L(y)= [ X (07 +3 (1)

2
= j Jr?sin? t+12 cos® t dt
0

2n
=jrdt
0

2n
:rJ-Idt
0

=2nr
(vgl. die obige umstdndliche Rechnung!)

b) Linge der Verbindungsstrecke der Punkte (x,,y,) und (x,,y,):

Y(t) = (X()’YO)+t((X1’Y1)_(XO’Y())) ,te[0,1]
=X, +t(X;, = X,), Yo + (Y, —Y,)
—_— —

2
(Xl _Xo)2 +(Y1 _YO) dt

unabh.von't

= Abstand der beiden Punkte

Kurve y gegeben durch Parameterdarstellung:

v:[a,bl = (x(t),y(t))=y(t)

Kurvenlinge

L(y)zj\/X2+X2 dt
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C) Spirale:

y(t)= (e“ cost,e™ sint), te [0, o0

B—
' 7
-
%(t)=(e"cost)’
=—e'cost—e 'sint
y(t)=(e"sint)"
=—e 'sint+e ' cost
JRE+y? = e
96
L(y):x/ij‘e’t =—J/2¢™|, =2
0
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3.5 Volumen und Oberfliche von Rotationskorpern

Gegeben sei eine Funktion f :[a,b] > R, es sei f(x) 2> Oiiberall

Die Fliache F rotiere um die x-Achse. Gesucht ist das Volumen V des dabei entstehenden
,,Rotationskorpers

Das Volumen V wird approximiert durch eine Summe V, von Volumen, die leicht zu
berechnen sind.

Unterteile [a,b] wie zuvor:

b—a
n

ne N,h:= , X, =a+kh,k=0,..,n Dannist x,=aundx, =b

]
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Setze

n—1

V, =Y f(x,) meh

k=0 ————
Grundfliche
des Zylinders

n—1

=n) f(x, )’ h
k=0

h—> If(x)zdx

Andererseits ist imV, =V

n—oo

1. Satz

Ist f:[a,b] > R; f(x)20firallex € [a,bJundf stetig , so ist das Volumen des von f
erzeugtem Rotationskorpers
® 2
V= nJ-f (x) dx

Falls die y-Achse als Rotationsachse auftritt, muss man die den Korper definierende Funktion
auf die x-Achse beziehen.

/ 7?{‘/# ; :;_-/,ﬁ-"""
. f
} . :

/

) , x
: J
o ¥V
T /Pf/,
L / ,
2. Beispiele:
1. f(x)=x?, xe [0,2]rotiere um die x-Achse. Volumen des entstehenden Korpers?
: 2
8 T Vznjf(x) dx

' 0
2

_ 4

r; p = nj x"dx
| 0
[ X5 2
| =n—
E 510

32

===
5
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2. f(x)=x?, xe [0,2]rotiere um die y-Achse. Volumen?
il
| g(y)=1"(y)
=y yel0.4]

3. Volumen einer Gugel mit Radius R

Die Kugel entsteht, wenn man (z.B.) den oberen Halbkreis um O mit Radius R um die

x-Achse rotieren lasst.

X2+y2:R2

Volumen:
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2
V=n j y(x) dx
R
-R
= n_[ (R? —x*)dx
R
i 1

=n|R>x—=x*||"
3 —

_a| R LR —R3+1R3ﬂ

=gn|2R*-Z=R?

3. Satz

Die Mantelfldache des durch f definierten Rotationskorpers ist durch

b
0= 2njf(x)./1+f '(x)" dx gegeben.

Achtung: Grund- und Deckfliche sind gesondert zu berechnen

4. Beispiel

y(x)=vR*-x’ x€[-R,R]

Dann ist
2WR?—x?
2 22 2 2
y'(x)2=1+ X :R x"+x° R

R*—x’ R>-x> R’-x’
f RV R
1+y (X) :W
y(x)ey/1+ y'(x)2 =R

Also ist die Oberfliche der Kugel mit Radius R gegeben durch:

R
0=27t.[Rdx

-R
R

—27R j 1dx
-R

=2nR X‘l

R —
R—(-R)

=27R?
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4. Funktionen in mehreren Variablen

4.1 Allgemein, Veranschaulichung

Viele Groen kann man in Abhéngigkeit von mehreren Parametern betrachten.

z.B. hingt das Volumen eines Zylinders von Radius r und Hohe h ab.
V=nr’h =V(r,h)
Veranschaulichung des Graphen einer Funktion f der zwei Variablen x und y:

Falls f nur von einer Variablen abhéngt, ist:
Graph f :={(x,f (x)),x € D(f)}

Falls f von x und y abhéngt, ist:

Graphf =1| x,y,f(x,y) |,(x,y)e D(f)
[ ——"

3Dimensionen

Im obigen Beispiel ist:

Graph V ={(x.y.V(x.y)).x€[0.r],y€ [0,h]}
; Pl [/
/A
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1. Beispiel:

f(x,y)=yx*+y’ x,y€ R,(x,y)e RxR

Graph {?

f(x,y)20 firallex,y

x=y=0=>2z=0

Fiir welche (x,y)istf (x,y)=z,fallsz > 0 vorgegeben ist!

VX +y =z<=>x"+y’ =77

<=>(x,y)liegt auf dem Kreis um(0,0) mit Radius z

Graph f ist also der nach oben offene Kegelmanten mit Spitze im 0-Punkt, wobei der

Schnitt ich Hohe z der Kreis mit Radius z ist. Der Offnungswinkel ist 2x =§

Andere (zweidimensionale!) Veranschaulichung durch so genannte Niveau-Linien:

Hohenlinien
z=1(x,y)
Niveaulinien

ce Rsei gegeben.
- Seite 114 -



Systems Engineering — Angewandte Informatik SS 2006
Mathematische Grundlagen II — Analysis bei Prof. Dr. Lutz

N, ::{(x,y)e D(f),f(x,y)zc}
heiflt die Niveaulinie zu f zum Wert c:

N. entsteht, wenn man einen Schnitt (parallel zur x-y-Ebene) durch den Graphen von f in der
Hohe z =c macht und die Schnittmenge auf die x-y-Ebene projiziert.

Dabei kann N_ leer sein, au einzelnen Punkten oder aus ,,Kurven* bestehen.
2. Beispiele
a) f(x,y)=x"+y’.Dann ist

N, =@ fallsc<0

N, :{(0’0)}
N, = Kreislinieum (0,0) mitr = Je. fallsc >0
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b) V=V(r,h)=nr’h

Ist V fest vorgegeben, so ist z.B.

- Seite 116 -



Systems Engineering — Angewandte Informatik

SS 2006

Mathematische Grundlagen II — Analysis bei Prof. Dr. Lutz
4.2 Partielle Ableitung, Gradient, totales Differential

1. Definition: f sei eine Funktion der Variablen x und y
Setze:

g—f(a,b) i f(a+ax,b)—f(a,b)

X ax—0 AX

Falls der Grenzwert existiert, heif3t g—f(a, b) die partielle Ableitung von f nach x an der
X

Stelle (a,b)

Analog:
f(a,b —f(a,b
O (2,) = tim L(20FeY) 7T (a:D)
ay 2ay—0 Ay
...nachy ...
of

ox
Analog fiir a—f(a,b)
dy

2. Schreibweisen

Statt g—f schreibt man auch f _oder D_f (oder D,f)
X

Analog fiir a—f:f ,D f,D,f
ay y y

3. Beispiele

Ist f(x,y)=xy’+x’y

f (x,y) =a—f(a,b) =y +3x’y

= (x.9)=(a.)
=b’+3a’b
of
f,(x,y)= a_y(a’b) =2XY+ X |y )gan)

=2ab+a’
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Wenn die partielle Ableitungen f, undf von f auf einer Menge M R* existieren, so sind

f, undf, auch wieder Funktionen auf M.

Im obigen Beispiel ist dann

of
a—X(x,y) =y>+3x’y

und a—f(x,y)=2xy+x3
dy

fir alle (x,y)e R?

4. Definition

Falls die partiellen Ableitungen von f in (a,b)existieren, so heifit

f (a,b)
Vf(a,b)z(gradf)(a,b):z( J

f,(a,b)
der Gradient (oder die Ableitung) von f an der Stelle (a,b).

5. Definition

f habe partielle Ableitungen in (a,b). Dann heift die Ebene

E: z=f(a,b)+(gradf)(a,b) - (X_aj
Skaiar— y_b

Produkt

=f(a,b)+f, (a,b)s(x—a)+f, (a,b)(y—b)

die Tangentialebene an f in (a,b)

Ortsvektor von E: u= (a,b,f (a,b)
Richtungsvektor von E: v = (1,0, f, (a, b))

w=(0,Lf, (a,b))
6. Beispiel

Ist f(x,y)=xy’+x’yund(a,b)=(2,1),soistdie Tangentialebene an f in(a,b) gegeben durch

f =y>+3x’y
f, =2xy+x’
t(x,y)=z=10+13(x-2)+12(y-1) (x,y)e R?
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partielle Ableitung von f in (a,b):

Z oz
_///m-z;a.n /ﬁﬁ e - /M

tan x :a—f(a,b)
ox

Tangentialebene an f in (a,b):

fln, 4y

(df)(a,b)= (gradf)(a’b){x_zj

o
=£, (.6)(x—a)+, (a.b)(y-b)

heif3t das totale Differential von f in (a,b)
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Bedeutung von df:

Setze
(Af)(a,b)=f (a-+ax,b+ay)—f (a,b)
= t (a+AX,b+Ay)—f(a,b)

Tangential—
ebene

:f(a,b)+(gradf)(a,b)(x aj—f(a,b)

y—=b
= (df)(a.b)

falls axund ay ,klein* sind, ist df eine ,,gute‘ Ndherung fiir af

7. Beispiel (Fehlerfortpflanzung)
Ist V=V(r,h)=nr’h, so ist

AV dV

vV v
_V,ar+V, ah
Y
_ 2mhar+ m% ah
- ;{rzh
o AT N ah

r
—

[
relative ~ Messfehlerbzg.
r h

Werden z.B. r und h mit einem Fehler von jeweils 5% gemessen, muss man bei dem daraus
berechneten V mit einem Fehler von 15% rechnen.

8. Satz (Rechenregel fiir partielle Ableitung)
a) Produkt- und Quotientenregel iibertragen sich direkt aus dem Fall einer Funktion in
einer Variablen

(f-g)X =f eg+fog,

(Ej = fg—frg, (fiir y analog)

g g’

b) Kettenregel 1:
f:R* > R,x=g(t),y=h(t)

Dann entsteht die Funktion

f(t)=1f(g(t).h(t));

dafiir
f'(t)="f, (g(t),h(t))g'(t)+1, (2(t),h(t))sh'(t)
~ (erad£)(2(1).0(1)) (im

Skaf.arpr.
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C) Kettenregel 2:
f:R* >R, x=g(r,9),y=h(t,0)
Dann entsteht die Funktion

f(r,0)=f(g(r,0),h(r.0)),
dafiir ist

f,(r.0)=f, (g(r.9).h(r.9))g, (r.0)+f, (2(r.¢).h(r.¢))h, (r.¢)

[, =f g +f,h, ]
(Variablen beachten!)

und f, (r,@)=f (..)eg, +f,(..):h,
[, =f g, +f,*h, |

alternative Schriebweise

f=f(x,y), x=x(r,0),y=y(r.0)

£(r.0)=f(x(r.0).y(r.0))
a_f:af 8X+af dy
or Jdx or dy or

a_f:af 8x+af ady
dp 0x 0@ dy Jo

9. Beispiele
zu8.b)

. _ 2 42 _
Es sei f(x,y)=xy Jfernerx = t*,y =2t

(1) h(t

sl
-

=

Dann ist:

F(1)=1 (2(1).0(1))
= %(2t)" = 4t*
(alsof '(t) =16t")
Mit der Kettenregel ergibt sich:

f'(t)=y? ‘YZZl-2t+2xy

x:tz,y:ZI

=8t* +8t* =16t°
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zu 8.c) (Kettenregel)

f:R*>R
x=g(r,0), y=h(r,0)

Dann ist
f(r.p):=1(2(r.0).h(r.9))
und es gilt:
f(r.0)=f(..)g (r,0)+f, (-.)h (r.0)

f,(r.0)=f (...)g, (r.0)+f, (...)*h, (r.0)

Héufig auftretender Fall: Die kartesischen Koordinaten (x,y) werden durch Polarkoordinaten
ersetzt.:

RS A S e/
JV:V/E/Q,,, o -_}4’/’: (//}
r=9, ¥ el 427 ]

aif (rcos,rsing)=f, (...)«cosp+f (...)ssing
r

aif (rcos@,rsin@)=—rf (...)sin@+rf, (...)«cos ¢
¢

10. Definition (Hohere partielle Ableitungen)

Falls die partiellen Ableitungen f, bzw.f wieder partiell differenzierbar sind, so definiert

man:

[analog fiir hohere Ableitungen :f = =...]

YXXyX

J

Verwendung des Symbols ibzw.—:
ox ady
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o°f o°f
_2:: fxx’ =
Ix 9.9,

so zu verstehen:

2 2 2
RN
ox | ox o0x (ax) ox
2
f . 9f _9(9d,
¥ oxdy ox | dy

11. Satz
Falls f  und f stetig sind, soist f =1 .

(fy )X usw.

12. Beispiele

f(x,y)=y’e"

f (x,y)=y’eYey=y'e”
f,(x,y)=2ye” +y’e¥x=ye” (2+xy)
fxx (X’ y) = (fx )x = y3ex)’.y = y4exy

f,(x.y)= (fy )y = (e"y +yxe® )(2+ xy)+ ye™ ex

fxy (X, y) = (fx )y = 3y26xy +XeXY.y3 = yZexy (3+ Xy)

f, (x,y)= (fy )X =y’ (2+xy)+y’e” =y’e” {2+ xy+1J

=3+xy
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4.3 Extremstellen bei Funktionen in mehreren Variablen

Es gibt zwei Aufgabenstellungen:

a) Auffinden lokaler Extremstellen (und —werte), woraus ggfs. das globale Maximum
bzw Minimum der Funktion gefunden werden kann.

b) Auffinden so genannter Extremstellen und Nebenbedingungen, z.B. auf dem Rand
eines Kreises im Definitionsbereich

Zu a)
1. Definition

f sei auf einer Teilmenge M c R” definiert. Dann heifit (a,b)e M eine lokale Extremstelle

von f, wenn:

i) es ein r > 0 gibt, fiir das U, (a,b) :z{(x,y)‘(x—a)2 +(y—b)2 < rz} cM

Py

~» AN

und
ii) f(a,b)>f(x,y)fiiralle(x,y)e U, (a,b)

oder f(a,b)<f(x,y)

Im ersten Falle heil3t (a,b) eine lokale Maximumstelle, im zweiten Falle eine lokale
Minimumstelle von f

In lokalen Maximum- bzw. Minimumstellen hat man eine waagerechte Tangentialebene,
d.h. es gilt:

2. Satz

Ist (a,b) eine lokale Extremstelle von f, so ist
f (a,b)=f (a,b)=0 ((gradf)(a,b)=0)
3. Beispiele

a) f(x,y)=x"+y’ (x,y)e R’
Dann ist

f =2x, f =2y

y
also f, =f =0 <=>x=y=0
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Der Nullpunkt ist (offenbar) eine lokale (und sogar globale) Minimumstelle:
£(0,0)=0

aber f(x,y)>0,falls(x,y)#(0,0)

Es gibt keine weiteren lokalen Extremstellen.

b) £ (X’ y) _ e—(x2+y2)
Dann ist

_( _(x2+yz):_ AR _
f, =(-2x)e 2xf| x,y |[=0

undf, (x,y)=-2yf (&ZJ =0

#0
<=>x=y=0

(0,0) ist eine lokale (und die globale) Maximumstelle von f:

£(0,0)=Labere 7 <1 falls(x, y) £ (0,0)

( .,Lv;fif,/ * /¢ l") /( & N A
Zi "/4» ’ /-/vz, /
‘ / ?ZM e
% WP
£ /ﬁ/gf / //lL"tfw‘* 'w*’xrzﬂk L /-/ o

Vs boondslillen =

o) f(x,y)=x>-y’
Dann ist
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Es ist £(0,0)=0
aber f(x,0)=x>>0 fiirallex #0

und f(0,y)=-y’ <0 firalley #0

f hat in (O, O) also keine lokale Extremstelle, sonder einen Sattelpunkt.

, My e
,uw/j/'*l ff/ i

v

¥

Fiir festes y ist f(x,y)= x> —y?, also eine nach oben getffnete Parabel mit Scheitel in
(0.y%)

Eine Entscheidung iiber das Vorliegen einer Extremstelle kann also nicht mit Hilfe der
ersten partiellen Ableitung getroffen werden.

4. Definition
Falls die zweiten partiellen Ableitungen von f existieren, hei3t die Matrix

Hy(X,y):(?x(X’y) iygzy)J

yx (X’ y) y)
die Hessesche Matrix zu f.

ia.ist f =f . dh H(x,y)istsymmetrisch!

5. Satz

Es sei f, (x,y)=f,(x,y)=0 ,(x,y)alsoeinkritischer Punkt vonf .
Dann gilt:

a) (x,y) ist eine lokale Maximalstelle von f, falls

f . (x,y)<OunddetH, (x,y)=f_f —f f >0

XXTyy Xy yx
—

(1)
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b) (x,y) ist eine lokale Minimumstelle von f, falls
f. (x,y)>0unddetH; (x,y)>0

c) Ist detH, (x,y) <0, so liegt keine lokale Extremstelle von f in (x,y) vor, sondern ein
Sattelpunkt.

d) Ist detH; (x,y) =0, so ist keine allgemeine Entscheidung moglich.
6. Beispiele

a) f(x,y)=x"+y’
Dabei ist

f =f, =0<=>(x,y)=(0,0)
£, =2 f,=2 f,=0=f

Hf(X’Y)=(3 gj

f,=2>0,detH, (x,y)=4>0
Nach 5b) ist (0,0) eine lokale Minimumstelle

yX

(435

b) f(x,y)=e
Dabei ist

f = 2xe_(xz+y2)

+4yze_(x +’)

. (0,0)=-2= f, (0,0)
5 (0,0)=0= £ (0,0)

H, (0,0) :(_2 0 j

f
f

0 -2
f <0, detH, (0,0)=4>0

also ist (0,0) eine lokale Maximumstelle von f.
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c) f(x,y)=x"-y’

f =2x

fy=—2y}:() <=>x=y=0
f. =2

f,=-2

f,=0=f,

H, (o,o):(é O]

f . =2>0, detH, =—4 <0 =>(0,0)istalsoein Sattelpunkt
7. Beispiel (Konstruktion der so genannten Ausgleichsgeraden)

Gegeben seien n Punkte (xi ,Y; ),i =1,...,n1in der Ebene, z.B. entstanden aus einer
Wertetabelle

X; |y, | (<=Messwerte zum Parameter X,
N
LY
Xn yn

Gesucht wird eine Gerade, die diesen Punkten ,,optimal‘‘ angepasst ist.

Falls diese Punkte auf einer Geraden G liegen, ist G sicher diese ,,optimale Gerade*
Was soll ,,optimal* bedeuten?

Die gesuchte Gerade G wird durch

y(x)=ax+b

angesetzt. Dabei sollen a und b so gewéhlt werden, dass der so genannte quadratische
Gesamtfehler

S(v(x)-v.)

i=1
minimal wird.
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Es ist

n

F(ab) =3 (y(x,)-y.) =X (ax, +b-y,)

i=1 i=1

eine Funktion von a und b. Gesucht wird die globale Minimumstelle fiir f.

Bestimme die kritischen Punkte von f:

f,(a.b) = 2(ax, +b-y,)x,

i=l1

= ZZn: (axi2 +bx, — Xy, )

i=1
f, (a,b) =Z:2(axi +b-vy,)
ol
= ZZ(aXi +b_Yi)
inl

faa (a’b) = 22 Xi2
i=1

f, (a,b)= 221
i=1

=2n

fab (a’b) = 22 Xi = fba (a’b)
i=1

Ein kritischer Punkt liegt in (a,b) vor, falls f, (a,b)=f, (a,b)=0, d.h.

Zn:axiz +Zn:bxi —Zn“xiyi =0
n=I n=I n=1

azn:xiz"'bzn:xi :iXiYi (1)
n=1 n=I n=l

und

Zn:axi +ib—zn:yi =0
n=l n=l1 n=l1

aixﬁbn =Zn:yi (2)
n=l n=1

(1) und (2) bilden ein lineares Gleichungssystem fiir die Unbekannten a und b, in Matrixform

B 2 HE

Die damit aufgestellte Gerade mit der Gleichung
y(x)=ax+b
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heiBt die Ausgleichsgerade zur Wertetabelle (x;,y;),i=1,...n

Die Hessische Matrix zu f hat die Form:

)=
zz(zxiz in]
ZXi n

Es ist Zn:xiz >0|und |[detH, (a,b)=n) x”=(D xi)2 >0| (zu beweisen!)
i=1

(falls nicht alle x, gleich sind)

Nach Satz 5 ist in (a.b) ein lokales Minimum von f. Da es nur einen kritischen Punkt gibt,

liegt hier auch das globale Minimum von f.
8. Beispiel

Gegeben die Wertetabelle

x |1 2 3 4 5

y 132 1495 [698 |9,12 |10,89

(liegen ,,fast* auf einer Geraden)

n=>5

ZXi =15

> x’ =55
Dy, =3514
DXy, =124,97

zu 16sen also:

55 15)(a) (124,97

15 5 \b) 3514 ) J* (=3
10 0)(a) (19,55

15 5)\b) (3514

a=1955
b=1163

Die Gleichung der Ausgleichsgeraden ist also y(x)=1,955x+1,163
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f sei eine Funktion der Variablen x,X,,...,X

n

if (X,5e %, ) =1, (X,,..., X, ) sei die partielle Ableitung von f nach x; an der
. ;

Stelle (X,,...., X, ) -
Die Hessische Matrix zu f ist dann definiert durch

XX X1Xa X1Xn
f
_ X)X, XpXy X)X,
H, (X,,....X, ) = : L

X, Xy fxnx2 Xo Xy,
fll f12 fln

3 t,, f, .. 1,
t, f, .. f,

falls £, =1, gesetzt wird.

H, ist symmetrisch, falls die zweite partielle Ableitung stetig ist.

9. Satz

f sei eine Funktion der Variablen Xx,...,x, . Die zweiten partiellen Ableitungen von f seien
stetig.

Dann gilt:

a) Ist (X,,....x, ) eine lokale Extremstelle von f, so ist
(gradf) (X, X, ) = (£, (Xpseees X, ) £y (X5 X, )) =0
d 0
— ()= (X500
(axl ( ) aX (Xl Xn)]

n

0

b) Ist (gradf)(x,,....x,)=0und gilt fiir die Abschnittsmatrizen

fll fli
H =| : : |,dass detH, <0und die Vorzeichen von H, alternieren,
f, .. £
soist  X,,...,x, eine lok. Maximumstelle;
ist detH, > Ofiir alle i =1,...,n, so ist (X,,...,X, ) eine lok. Minimumstelle

Als Spezialfall fiir n = 2 ergeben sich einige Aussagen aus Satz 5.
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zu b)
Extremwerte unter Nebenbedingungen

10. Beispiel

Aus einem Kreis mit Radius R soll ein Rechteck ausgeschnitten werden,
so dass die GroBe ~ E = ébh2 moglichst groB wird.
(vgl. Skizze)

Also soll das Maximum der Funktion

(1) W(b,h):ébhz

bestimmt werden, wobei b und h durch die Nebenbedingung
2)  b*+h>=(2R)’ =4R’

dh. b*+h’-4R*=0
verkniipft sind.
Aufgabe leicht direkt 1osbar: 16se (2) auf nach h*:

h® =4R’*-b’

und setze dies in (1) ein:

W (b) = W(b,J4R* =b? )

_l 2 1.2
—6b(4R b’)

_dpre Ly
6 6

_Zpr2-Lp
3 6
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kritischer Punkt: W'(b)= %RZ —%bz =0
> Zpely
3 2
> b=l
3
2

b>0,R>0 <== b=—7=R

NE

Das zugehorige h ergibt sich aus

h*=4R*-b’
_4r?-2p
3
_8Rr
3
hooD2
NE)
Dafiir ist
1.5
W(b,h):gbh
:l. 2 R-§R2
63 3
183
8 3

Das hat funktioniert, weil man die Nebenbedingung ,,nach h?* auflsen konnte und den
gewonnen Ausdruck unmittelbar zur Elimination von h*in W (b,h)verwenden konnte.

Fir w (b, h) = ébh2 soll der Maximalwert bestimmt werden unter der Nebenbedingung , dass
b’ +h®—4R* =0 (¥)

1. Losungsweg

(*) wird nach h*aufgelost und damit h aus der Funktion w eliminiert. Dann wird W als
Funktion in einer Variablen (ndmlich b) auf Extremwerte untersucht.

Nicht immer ist diese Elimination eindeutig moglich.
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11. Beispiel
Bestimme Maximum und Minimum der Funktion: f(x,y)=xy auf dem Rande des
Einheitskreises, d.h. unter der Nebenbedingung, dass

xX>+y* =1 (¥)
ist,dh. x*+y*—1=0
Aufldsen von (*) nach y:
y== 1-x2%, xe [-1,1]

Frage: Mit welchem Vorzeichen arbeiten 7?7
Die Charakterisierung der Extremstellen mit Mitteln der Differentialrechnung gilt nur
fiir Punkte x €]—1,1[, nicht fiir Randpunkte.

Alternative Methode:

Bestimmung von Extremstellen unter Nebenbedingungen mit Hilfe des so genannten
Lagrange-Multiplikators.

Es sollen die Extremalstellen der Funktion

z=f(x,y)
bestimmt werden unter der Nebenbedingung, dass (x,y) die Gleichung

g(x,y)=0 ()
erfiillt.

Dazu wird eine HilfsgroBe A (= der ,,Lagrange-Multiplikator*) eingefiihrt und damit die
Funktion

h(x,y,A)=f(x,y)+Ag(x,y)
gebildet.

12. Satz:

Wenn fin (x,y) eine Extremalstelle hat mit g(x,y)=0, so ist

(x,
h, (x,y,4) =1, (x,y)+2g, (x,¥)=0
h, (x,y.1) =1, (x,y)+Ag, (x,y) =0
h, (x,y.A)=g(x,y)=0
(die3.Gleichungist einfach die Nebenbedingung)

h, =h =h, =0ist wieder eine notwendige Vorraussetzung fiir das Vorliegen einer

Extremalstelle. Das an der gegebenen Stelle wirklich ein Extremum vorliegt, ist wieder
getrennt zu iiberlegen.
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13. Beispiel
Setze f(x,y)=xy undals Nebenbedingung  g(x,y)=x"+y’-1=0

Setze: h(x,y,A)= xy+k(x2 +y’ —1)

Notwendig fiir das Vorliegen einer Extremalstelle ist:

(i) h =y+2kx =0
(i) h, =x+2hy =0
(ii)h, =x>+y*=1=0

(1) und (i1) fithren zu

y=-2Ax, y’ =4Xx’
27

X =-2xy, x> =4)\y
also zu

)(2+y2 =4\ )(2+y2
=1 =1
(iii) -

d.h. zu 4X° =1, Xzi%

Also ist
y=tx (x=zy)
aus (iii) folgt also

X>+y’=2x’=l=>x=%—

Es gibt also 4 ,,Kandidaten* fiir Extremalstellen auf dem Einheitskreis .

>=%<—u>, (x3:%3) === (=L =1), (X00¥,) =—=(L—1)

2 2

Es ist
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Weil fiir x=0bzwy=0  jeweils f(x,y)=xey=0  ist, sind

(x,,y,)und(x,,y;) Maximumstellen

und  (X,,y,)und(x,,y,) Minimumstellen

Test der Multiplikatormethode am Beispiel (s.0.):

w(b,h) :ébhz

Nebenbedingung:  b*+h’>—4R*=0
Ansatz:

h(b,h,1) :ébhz +4(b*+h* —4R?)

zu l6sen sind die 3 Gleichungen:
. |
i) h, = gh +2\b

i) h, =%bh+ 2rh

iii) h, =b>+h*-4R”?

1) => %bh =—2\h (gesucht ist der Maximalwert von W, also ist h > 0),

d.h. X:—lb
6

Einsetzen in i):

e Ly =0,
6 3

h* =2b
Einsetzen in iii):

b*+2b*—4R*=0
3b> =4R*
bziR

3

(nach Aufgabenstellung ist b > 0!)
h* =2b’
h =+/2b
_22p
V3
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W,_..=W(b,h) :%bhz

12 (242 .

_E'ﬁR{fJ :
8 3

“oht
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4.4 Integralrechnung fiir Funktionen in mehreren Varianten
(,,Mehrfachintegrale®)

1. Beispiel

Ist F ein ebenes Flichenstiick und ist darauf eine elektrische Ladung mit der Dichte 3(x,y)
verteilt, so ist die Gesamtladung gegeben durch das Integral:

JS(x,y)dF

das Flichenintegral von ﬁ iiber F

Dann liefert .[ 1dF
F

den Flicheninhalt von F

Ist analog & (X, y, Z) die Dichte einer Substanz, die in einem dreidimensionalem Korper V
verteilt ist, so ist die Gesamtmenge dieser Substanz in V durch

IS(X,y,Z)dV
A\

gegeben, das Volumenintegral von & iber V
2. Satz

Ist 8(x,y,z) =1, so ist
jldv
\'%

das Volumen des Korpers V.

Die Berechnung von Flidchen- bzw. Volumenintegralen durch Aufldsen in zwei (bzw. drei)
Integrale, wobei jeweils bzgl. einer Variablen integriert wird.

Dafiir werden nachfolgend nur wichtige Standardbeispiele behandelt und keine allgemeine
Theorie.

Fliachenintegralen:

a) Integration iiber ein Rechteck:
F=[a,blx[c,d]

={(x,y)a<x<b, c<y<d}
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v\ ' 1 , ' ll‘ x und y variieren unabhéngig
| ?1 SE e I B voneinander
el SEN
(NS SRS G N AR U S DV JUS A
P R !
S I '__._J.TQ
d b
If(x,y)dfﬁ: j If(x,y)dx dy
F c a
beifestemy
b d
=.[ J.f(x,y)dy dx
bei festem x
Beispiel: f(x,y)=1+x"y’
F=[0,1]x]0,2]
2/ 1
J-(1+x2y3)dF=J-[J-(1+X2y3)de dy
F 0\0
i 1
=[] x+=x%y* || " a
!(X X YJ y
2 1 j
=|l1+=y’ |d
!( SV Jdy
1 412
=V+—
y 12y .
:2+E
12
=2+i
3
_3)
3
ot 1 10
. 2.3 _ _r 1V
analog: ![!(l+x y )dy]dx-...—33— 3
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Integration iiber Rechtecke:

F={(x,y)|a£x$b, cSySd}

jf(x,y)dF:

J

f (X,y)dxjdy

f(x,y)dyjdx

)=

jf (x,y dx]dy
Uzg dxjdy
(h dx]dy

g(x I dy

3. Beispiel

f(x,y)= xy’

=g(x)h(y)

F=[0,1]x[0,2]
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b) Integration iiber Flichenstiicke, bei denen der Laufbereich einer Variablen vom
aktuellen Wert der anderen Variablen abhéngt.

x € [a,b]
yelg(x),h(x)]
ey
Ch(x) T LN
T B a0y = S
] / H . ;
SIRNEEs SR
(L) [ ey
e ey L
W %ﬁr i.
' 71 . 1 ¥

d( h(y)
J.f(x,y)dF::J.( f(x,y)dx}dy

F g(y)
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4. Beispiele

a)

Beschreibung von f durch Koordinaten:

xe[-2,2]
[-1-x,1],fallsx € [-2,~1]
ye 1[0,1], fallsx € [-1,1]
[-1+x, 1 fallsx e [1,2]

Also ist:

jf x,y)dF = jfxde+jfxde+j

2 ’&

-2\ -1-x

—j( j f(x,y dyjdx+j[jf X,y dyjdx+j(

[ f(x,y)dy

oder:
1
X:‘l‘y/i/v \ x=y+l
2 —1-y -1 0 ly+l 2
y=—1-x
x=-1-y
y=x-1
x=y+l
1 y+1
jf(x,y)szj( j f(x,y)dx]dy
F 0\ —y-1
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j 1dF liefert den Flidcheninhalt von F.
F

F ={(x,y)|xe [a,b], 0<y<f (x)} , wobei f eine Funktion ist.

f(x)

P f(x)
= _[ (y , )dx
b
= '[ f(x)dx
5. Beispiel
Bestimme die Flacheninhalt des Kreises um O mit Radius r.
X2 + y2 — I_2
Kreisgleichung:

y(x)=2vr’ —x° x € [-1,1]
xe[-r,1], ye [—\/r2 —x° ,\/r2 —x? ]}

F={(X,Y)

Der Flacheninhalt ist gegeben durch
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IldF—j( j 1ddex

T
Formel— 1 X X2 X
= 2’| —| =,[1-= +arcsin—
sammlung 21 r r r
x=—r1

2
=Tr

Bei manchen Flichenstiicken bzw. Integranden fiihrt der Ubergang zu Polarkoordinaten zu

Vereinfachungen.
y [ P

/ kart. Koordinaten
P=(x,y) x,yeR
=(r,¢) r=0, ¢elo,2n]

Polarkoordinaten

Zusammenhang zwischen kartesischen und Polarkoordinaten:
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cosp = X =T+COS @

9

sing ==, y =resin @

Xz-l-yz:I'Z(COSZ(.[)-|-Si1’12(.p]:r2 I':\IX2+y2
\__ﬂ/_—J

=l

I B

tan @ = SInG _ Y => (pzarctanl, fallsx >0
cosQ X X

6. Beispiele zur Beschreibung von Flichenstiicken durch Polarkoordinaten

a) Kreis um (x,,y,) mit Radius R

Yo |booooo

X0

F={(x,y)[x=x,+rcosg, y=x,+rsing, 0<r<R, 0<¢@<2R}

in kartesischen Koordinaten

F={(X,Y)

xe[-RR], ye[VR? —x*,V/R? —xz}

b) Kreisring um (x,,y,) mit dem Radius R, undR, R, <R,

F={(x,y)[x=x,+rcosg,y =x,+rsing, R, <r<R,, ¢e[0,rn]}
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c) Oberer Halbkreis um (x,,y,) mit Radius R.

F={(x,y)[x=x,+rcosg, y=x,+sing, 0<r<R, 0<¢<mn}

Fliachenintegral in Polarkoordinaten:

jf(x,y)dF = jf(rcoscp,rsimp) rdrde
F F
Beschreibung von f in Beschreibung von f in
kartesischen Koordinaten Polarkoordinaten

Kart. Koordinaten: ~ dF=dxdy(oder dF=dydx)
Polarkoordinaten: dF=rdrde (oderdF=rdodr)

dy dF = dx-dy

dx

Zeichnung dF = red@edr

Transformationsformel auf Polarkoordinaten

jjf(x,y)dxdy = jjf(rcos @,rsin@)rdrde

T dydx T rdedr

Grenzen bzgl

katr. Koordinaten Grenzen bzgl

Polaroordinaten

rund (0
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7. Beispiel:

a)

b)

F sei die Kreisscheibe mir Radius R. Gesucht ist der Flidcheninhalt von F. in kart.
Koordinaten:

F :{(x,y)‘x2 +y’ < RZ}

={(x.¥), xe [-R,R], ye[-VR?—x* JR* =X’ ]}

Der Flicheninhalt ist dann:

R VRZ-x?
A= j 1 dydx.....
-R _R2_42

in Polarkoordinaten:

F={(r,<p)

OSI'SR,OS([)SzT[}

(rel0O,R]) 9el0,27]

F sei die Einheitskreisscheibe,
F :{(x, y)‘x2 +y* < 1}

gesucht ist

e ar

F
in kart. Koordinaten:
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Stammfunktion zu e’ nicht darstellbar, Rechnung hier zuende!!!

in Polarkoordinaten:

11
2 2 2 2
Xty _ X"ty
.[e dF = J.J-e x=reoso ! drde
F 00 y=rsme
rz[cos2 (|)+sin2 (p]
2 2 R 2
+ ¢
e" ™ =e ! =e'

c) Istin b) F:{(x,y)‘xz+y2 SRZ}

so ist analog

J. e dF = n(eR2 —1)

15

x2+y? _(X2+)’2) .
d) Ersetzt man e* ™ durch e , SO ist:
| XZ 2 _
je (e )szn(l—e Rz)
Fr
also
(x2+y?
fim [ dF=x
R—oo
R

e) Nicht immer ist von vornherein klar, ob die Rechnung in kart. oder in

Polarkoordinaten einfacher ist.

Berechne I xy dF, wobei F der obere Halbkreis um 0 mit Radius R=1 ist.

F

- Seite 148 -



Systems Engineering — Angewandte Informatik SS 2006
Mathematische Grundlagen II — Analysis bei Prof. Dr. Lutz

kart. Koordinaten:

F:{(X,y)‘x2+y2 Sl,yZO}

={(X,y) xe[-1,1],ye [O,Vl—XZ]}

T

-1 0

[xydF= j ( lj Xy dy}x
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in Polarkoordinaten:

F :{(r,(p)|re [0,1],¢ € [0, n]}

jxde: rcos@ersin@rdrde
F

© — —

3

r esin@cos ¢ drdoe

3 Oty Oy
O — —

1

= j sin ¢ cos ¢ d(p-j rdr
0 0

e

117
=—e—|sin2¢pd
4 2;[ PP

[sin 2¢ =sin(@+¢)=2sinpcos (p:|

1 1 R
=—| ——cos?2 ‘
8( 2 (Pjo

= —i(cos 2T —COoS OJ
16 — —_—

=1 =1

Fiir die Rechnung von Volumenintegralen

J-f (x,y,z)dV

v

gelten ganz dhnliche Verfahren.

a) Die Laufbereiche der Variablen sind voneinander unabhéngige Intervalle

x € [a,b], yel[c,d], ze[e,f]

V sei ein Quader
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b)

A

v

Dann ist
ffd/b
jf (x,y,z)dV = j(j[jf(x,y,z)dx jdy ]dz
v e\ c\a
(oder eine andere Reihenfolge!)

Fiir eine Variable gibt es einen festen Laufbereich:

z.B. xe[a,b],

die iibrigen Variablen hingen jeweils von den vorhergehenden a:

zB.y =[g(x).h(x)]
z=[k(x,y),1(x,y)]

zwel Variablen haben einen festen Laufbereich, die dritte hingt von denen jeweiligen
Wert ab:
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8. Beispiele:

a) Beschreibung der Kugel um den Nullpunkt mit Radius R (durch kart. Koordinaten)

V:{(X,y,z)‘x2 +y* +7° SRZ}

fxal

*<ERRLy 4

J-f(x,y,z)de T J- J. f(x,y,z) dxdydz

b)
220, X+y+ZS1}

V={(x,y.2)

zZ
A

V={(x,y,z)|x€[0,1],ye [0,1-x],z€ [0,1-x - y]}

1-x 1=

!

y

j X,y,z)dV _1[ xjfxy, )dzdy dx
0 0

v
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C) V sei der Kreiszylinder mit Radius Rund Hohe h.

\Y% :{(x,y,z)

AV

a
|
-

If(x,y,z)de}T R]_xz f(x,y,z)dydxdz
v 0-R_JR2_x2

5 sy

zZO,x+y+le}

{
={(X,y,z)|xe [0,1],ye [0,1-x],ze [0,1—x—y]}
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9. Beispiel
Volumen der Dreieckspyramide as 8b)

jldv j(l x(l [ yldsz ]d

O ey = O C—y —

Il
© —

Il
© —

1 > x5 1, 3
=——(1-Xx) —+=x"+——(1-
Ly - b Ly
I 1 1 1
=t ——
3 2 2 6
_1
6

Wenn man analog das Volumen der Kugel mit Radius R berechnen will (vgl. 8a), kommt man
auf das Integral:
R JR*-x? \/m
frav=1] | [ 1dzdydx
v R_JR2x? Ry
In diesem Beispiel ist der Schnitt durch den Korper (parallel zur x-y-Ebene) in der Hohe z ein
Kreis. Fiir solche Fille bietet sich die Verwendung so genannter ,,Zylinderkoordinaten* an:
(x,y,z)=(rcos¢,rsing,z)
d.h. Polarkoordinaten in der x-y-Ebene und z als kart. Koordinate.
z.B.:
Kugel um (0,0,0) mit Radius R

zZ
R
r(z
z ze [-R,R]
R
R r=r(z)=vR*-2?

X ¢€[0,2n]
x-v-Ebene

-R
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Transformationsformel auf Zylinderkoordinaten:

if(x,y,z) dv )=Ijjf(rCOS(p,rsin(p,r)rdrd(pdz

(dxdydz

Laufbereiche der Koordinaten y ¢ yundz

10. Beispiele

Volumen der Kugel mit Radius R um (0,0,0)

Laufbereiche der Variablen:

ze [-R,R]
o€ [0,27]

re[0,WR>=7?]

R 2nVR2-2*
[tav=[] [ trdrdedz

Als weiteres Koordinatensystem im R gibt es die so genannten ,, Kugelkoordinaten*

(vgl. Literatur, z.B. Papula)

Zusammenhang zwischen der Volumenberechnung von Rotationskdrpern und

Volumenberechnung mittels Zylinderkoordinaten :
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11. Beispiel

Essei z=f(x,y)=x"+y’ und V:{(x,y,z)‘x2+y2 SRz,f(x,y)SzSRz}

R R—

Der Schnitt durch V in Hohe z ist ein Kreis um 0 mit Radius \/E , d.h. die Laufbereiche der
Variablen sind:

0<p<2n

Das Volumen des Korpers ist also gegeben durch:

jldV:szfflrdrd@dz
\%

000

Jz
dz
0

RZ
2n ¢,
=—/|r

Ist f (x) >0 fir alle x € [a,b], so ist der Fldcheninhalt der Fliache zwischen dem Intervall
[a,b] und dem Graphen der Funktion gegeben durch :

z
[S—
[N
<
o
bel

0 ey

=3

o
kol
] - v
| h—z ..
.. N i
+ ™
'_._..# ]

Il
B e—— T B T
<

—

—_
bel

~
o,
el
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Analog:

Ist z=1(x,y)>0,wobei(x,y)e F (Flichenstiick m R*), so ist das Volumen des Kérpers,
der durch F und dem Graphen der Funktion eingeschlossen wird,

gegeben durch

f(x.y)

jldV:j (xjyldzdF
\% F 0

=J.f(x,y) dF

12. Beispiel
F=[0,11x[0,1],z=f (x,y) =Xy
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