Losung

Aufgabe 1 (4P):

Beweisen Sie mit vollstéandiger Induktion, dass fiir jede natiirliche Zahl n € N gilt:

1 2
P2 4+3 4. 40P = <n(n+)>

2
Losung n = 1: 13 = (12)2 (2P).
nr—n+1: )
n(n+1
PP+ +(n+1)%= ((2))2+(n—|—1)3 =(n+1)*(—+n+1)
= )2 (2P)
Summe (4P)
Aufgabe 2 (10P=5P+5P):
Berechnen Sie die Grenzwerte
lim 4" —4
a) n~1>+oo 22n+1 4 9n’
b) lim /3™ + 57+ 77,
n—-+o00
Losung
47 — 4 , 4" —4  1—4- (3"
a) nh_)rrgo m = nh—>Holo 9 . 4n T on nh_)n;.lo 9 I (%)TL ................................ (4P)
o1, 1 4n — 4 1
Da nh—{go(z) = nll—{{.lo(Q) =0 ist 'n,h—>Holo W = 5 ................................ (1P)
3 5
b) lim V3" 44" 4+ 7" = lim 7’§/()”+()”+1 .................................... (2P)
i nl,3 5 3., /Do
Esgilt: 1 < 4/ (2)"+ ()" +1<(5)"+ ()" +1 (2P)
5 7 . 7 7 7
da lim (5)" = lim ()" =01ist lim V3" +4" 47" =7, ... .. ... ... (1P)
n— o0 n—oo 7 n—oo
Summe (10P)
Aufgabe 3 (10P=5P+5P):
Untersuchen Sie die Konvergenz der Reihen:
Z T v/ n(n+ 1
(0.9}
2n
b) > .
|
= (2n)!
Loésung
\/ 1 1
a) Erste Losung: Es gilt lim Vnn+1) =lim\/1+—=1 ..., (2P)
n— o0 n n— oo n
L. . . . 1
Da Z - divergiert, also divergiert »_, -, TG e (3P)
n>1
1 1
Zweite Losung: da ——— > — > 0(< n(n + 1) < 4n?) (3P
5 da s> 5> O i 4 1) < ) (3P)
1 \/
und Z > divergiert, also divergiert lim,_ n(:H) (2P)
n>1 n
2 ar s Ongl L 2 2"
b) a, = ) Es gilt: nh_)rglo w n11_>11010 Gt D n+2) = 0 also konvergiert ngl )

(5P)
Summe (10P)



Aufgabe 4 (6P):

Bestimmen Sie alle Stellen an denen die Tangente an die Kurve
y:x3+2x2—4x—3

parallel zur x-Achse ist.

Losung die Tangente im Punkt x = x¢ ist parallel zur x-Achse < f/(z9) =0 ......... (3P)

FIE) = 302 4 Am — 4 oo (1P)
— 2

f(z)=0& [m 5 Also sind die gesuchten Punkte —2und 2 ...................... (2P)
Tr = 3

Summe (6P)

Aufgabe 5 (10P):
Fiir welche A € R ist die Funktion

—— fir x #e
flay=q *7°¢
A firx=e
an der Stelle zg = e stetig ist.
Losung f(z) ist stetigim zg =e < lim f(z) = A . oo (4P)
T _ € : T _ e—1
lim f(z) = lim ——— """ % 0 (5P)
r—e r—e I — € r—e
Also die Funktion ist stetig genau dann, wenn A =0. ........ ... ..., (1P)
Summe (10P)
Aufgabe 6 (10P=5P+5P):

Berechnen Sie folgende Integrale

3

z—1
d

2) /0 1+vz

v2 o2
b / —dx

) 0 V2-—a2

Losung

3 .1 _ V324 V3 B3 g2 V3
a)/ mdxtf/ dt2:2/ Ht—1)dt =202~ 5y (4P)

o 1+vz o t+1 0 3 27,
= 2V B B (1P)

V2 2 V2 2 Zsint [7/2 9gin2¢t /2
b) / R :/ L S— T &d\/isint :/ 2sin? tdt

0 V2—22 0 V2, [1- (%) 0o V2cost 0

w/2 T
= / (1 —cos2t)dt = SRR AR R LR LR LR L PR L PR L P L LR REPRERRERPRERRLRTY (5P)

0

Summe (10P)

Aufgabe 7 (10P=5P+5P):
a) Bestimmen Sie den Flicheninhalt der Fliche, die zwischen der Parabel y = 222, der a-
achse und den vertikalen Geraden x = —2, x = 3 eingeschlossen ist.

b) Bestimmen Sie mit Hilfe des Begriffs “Bestimmte Integrale” den folgenden Grenzwert:

i (n+1)4—|—(n+2)4+...—|—(2n)4‘

n—00 n5

Losung
3

a) Der Flidcheninhalt ist gleich / 2E2AL (2P)
—2



3 2231 70
Qa2 = T | = 3P
/_2 S N (3P)
(n+i)t 1L i,
b == () 2P
) ’Lz; n5 ni:l( +n) ( )
1 i [, 57 31
Also nh—{gon;(l—k E) :/1 ridx = T 1 S e (3P)
Summe (10P)

Aufgabe 8 (10P=5P+4P+1P): Sei I' der Graph der Funktion f(z,y) = 222 — 3y% + 2y —
5 — by + 1.

a) Bestimmen Sie den Gradient gradf(xo,yo) und die Gleichung der Tangentialebene T' zu I"
an der Stelle (xo, Yo, f(x0,y0)) mit g = 1 und yo = 2.

b) Bestimmen Sie die stationdren Punkte von f(x,y) und entscheiden Sie ob jeder Punkt ein
locales Maximum, ein lokales Minimum oder ein Sattelpunkt ist.

c¢) Entscheiden Sie of f(z,y) ein globales Maximum oder Minimum enthélt.

Loésung a ) grad f(z,y) := <g£(:§,y), %(m,y)) ..................................... (1P)
of of
- =4 — D, T = = By — D 1P
gr DY) =drty =5 5 =x =6y =5 (1P)
also grad f(1,2) = (1, =16) ..o (1P)
Die Gleichung fiir die Tangentialebene hat die Form:
z— f(zo,y0) = g—i(mo,yo)(w—xo) —l—aay‘i)(y—yo) ..................................... (1P)
im Punkt (1,2), f(1,2) = —22) hat sie die Form
2422=2—-1—-16(y —2),0oder z =2 — 16y +9 .....ooiiiii (1P)
b) (zo, yo) ist stationdr < grad f(zo,yo) = (0,0) «oovenininii (1P)
dz+y—5=0 =1

d =0S 9 T e 1P

grad f(z,y) 0@{x_6y_5:0 y— (1P)
. 4 1
Hessesche Matrix: Hy = L g Jrrr (1P)
A = —det Hy = 25 > 0 = indefinit = Sattelpunkt. ................................... (1P)
c¢) Nein, da lim f(x,0) = 400 limy—.o f(0,) = —00. ...ooiiiiiiiiii (1P)
Summe (10P)
Aufgabe 9 (4P):
Zeigen Sie, dass die Funktion z = (z — 2y)'0 + (x 4 2y)'0 folgende Gleichung erfiillt:
oo
ox2 Oy’

Losung 92 =90 [(z — 2y)° + (z + 29)°], a7 =4-90 [(z —2y)° + (= + 2y)°],
daraus folgt die Behauptung ......... ... (4P)
Summe (4P)

Aufgabe 10 (6P): Bestimmen Sie das globale Minimum und das globale Maximum der Funktion

fl@y) = (z+3)7+ (y—4)°

unter der Neben-Bedingung: 22 + y? = 1.
Loésung Notwendige Bedingung fiir ein lokales Extremum (Lagrangesche Gleichung):

of of =A 99 99 (wobei g = 22 +y% — 1)

az’ dy ) T\ oz’ dy
(da grad g(z,y) # (0.0) fiir alle (z,y) mit g(z,y) =0) ..ccovieiiiiii . (2P)
_ - 3
20 FO0=2A0 ) TINT i mdb (2P)
2y -8 = 2)\y Yy —%

)\—1:5:>a::%,y:—§:>fx,y):36,



A—l=-5=z=-3y=2= f(z,y) =16,

also Tn?;];((iz))jz (da die Menge (x,y) mit g(x,y) = 0 beschrinkt ist). ................ (2P)
Summe (6P)
Totale Summe (80P)
Bewertung:

>70 =1

> 60 = 2

>50=3

>40 =4

<39 = NB



