Prof. Dr. Jiirgen Herzog Universitidt Duisburg-Essen, Campus Essen

Klausurpriifung in Grundlagen der Mathematik II fiir

Wirtschaftsinformatik und Systems Engineering
im SS 2007 am 14. Juli 2007

Aufgabe 1: 4 + 4 + 4 Punkte.

a) Man untersuche die Folgen a, := (3"“

oo wnd by =n sin(1). auf Konvergenz und

berechne den Grenzwert.

b) Man priife die Konvergenz der Reihe > 7 ((—1)" - .25

Losung: a) Quotientenkriterium fiir Folge a,:
3t (ntD)! 3+l 3
|y /an| = T2 3T T arDmds) — mys  neoo 0

— lim,, . a, = 0. .

in(L
) = Smﬁn).limnﬁoo% = 0 und da sin(z) stetig ist, folgt lim, .. sin(+) =

b, = n - sin(

S |-

sin(lim, o ) = sin(0) ~0. b, wird beim Grenziibergang zu 3, d.h. die de 1" Hospitalsche

COS 1y=1
Regel kann zur Grenzwertberechnung verwendet werden: lim,, .., b, = lim,, . (;1) n? —
71/2
limy, o0 cos(£) = cos(0) = 1 (weil cos(x) stetig ist).
b) ¢, = (=)' = (—1)”1i% = lim,, . |cn| =1 = ¢, ist keine Nullfolge = die
Reihe divergiert!
Aufgabe 2: 5 + 7 Punkte.
Gegeben sei die Funktion %
a) Man berechne ihre 1. Ableitung !
b) Man gebe die Tangentengleichung an der Stelle xy := 4 an!
. . ; ($_\/5)‘3172_933'(1_ﬁ) . 3x3—3x%—x3+lm% .
Losung: a) f'= e — L
4137595%
2o Va2
b) Tangentengleichung: y = f(4) + f'(4) - (x —4) =32+ 12 (x — 4).
Aufgabe 3: 22 Punkte.

Man diskutiere die Funktion f(z) :=e - (2% — 4).

Lo6sung:

1. Definitionsbereich = R.



2. Verhalten an den Réndern des Definitionsbereichs:
lim, o f(z) = o0,
lim, oo f(z) = lim, o % = lim, . i—f = lim,_ e% = 0 (zweimalige Anwendung
von de I" Hospital, da die Félle 2 vorliegen!). Wegen lim, ., f(z) = 0 ist die 2—Achse

eine Asymptote von f(z) fir x — oo.
3. Nullstellen: f(z) =0 2> —4 =0 x = F2.

4. 1. und 2. Ableitung:
fl(x) =—e(a? —4) + e 20 = e *(—2? + 22 + 4).
['(x) = —e—x(—2? + 22 +4) + e (-2 +2) = e (2 — 4z — 2).
f'(z), f"(z) sind fur alle z € R definiert.

5. Nullstellen von f'(x), f"(z) :
flla)=0¢= -2 +2r+4=0<= 10 =1F V5.
f'(2)=0<=2—42-2=0+= 23, =2F V6.
Wendepunkte sind die Nullstellen z3, x4 von f”(x).
Aus lim,_,_, f'(x) = —oo folgt, dass f(z) fiir + — —o0 keine Gerade zur Asymptote

haben kann.

6. Monotonie: :

f(z) wichst monoton fiir x € [z, z5] und fallt monoton fiir x € R \ |z, z5].

7. Kriimmung:
f'(x) <0 fir  €)es, x4 und f’(z) > 0 fiir x € R\ [z3, 24].
Es gilt 7 < 23 < 29 < x4, woraus folgt, dass f”(x1) > 0 und f”(x2) < 0 gilt, also hat
f(z) an der Stelle z; ein lokales Minimum und bei x5 ein lokales Maximum.

Skizze: Siehe Abbildung 1

Aufgabe 4: 8§ + 5 Punkte.
a) Man berechne eine Stammfunktion zu ﬁ;ﬂ
b) Man berechne das uneigentliche Integral fooo z-e® dx.

Losung: a) Der Integrand ist eine rationale Funktion, Zahlergrad > Nennergrad —-
Division mit Rest notig:
2= (2 +20+1) (2 =222+ 32 — 4) + (b + 4).

_ .3 0,2 _ 5z+4
=7 207 431 — 4 + w2+2$+1

5xz+4 __ bx+4 + _ A(z+1)+B
z24+2z+1 ~ (z+1)2 T x—l—l (:t:+1) T (z+1)2

Koeffizientenvergleich: x : 5 =Aa2":4=A+B=— B=-1.
Damit erhélt man: [ 2+21+1 dx = [(2® — 22% + 3z — 4) dx + f cdx + [ = dx =

r+1
1ot — 228 4+ 207 — 4o+ 5In(|lz + 1)) +

$5
22 4+2z+1
Partialbruchzerlegung fiir

Damit gilt:

1
x+1°



X
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Abbildung 1: Graph von f(x)

b) [ e dx = limy_o I(b) := fob z-e
b2

Substitution zur Berechnung des Integrals: ¢ := 2%, dt= —2z dx = I(b) = [ 5 - e 'dt=
—Zet b — s(1— e ) = limy_oo 1(b) = 3
Aufgabe 5: 18 Punkte.

Man bestimme alle lokalen Extrema der Funktion f(z,y) := 223 + xy? + 62% + 3* und gebe
ihren Typ an.

Losung: Vf = (62° +y? + 12z, 22y + 2y).

Vi(z,y) =0<+= 6%+ y*>+ 122 = 0 und 2zy + 2y = 0.

2y(x+1) =0<=y =0 oder x = —1.

a) y=0:62+12r =0 <= 6z(x +2) < =0 oder z = —2.

= stationére Punkte: (0,0), (—2,0).

b) 2=-1:6+y>-12=0=y==+6.

—>  weitere stationdre Punkte:(—1,v/6), (—1, —v/6).

Typ der stationdren Punkte: — Hesse-Matrix H(x,y) = ( 12%; 12 2x2—?{— 9 )

H(0,0) = ( iz 8) — H(0,0),, = 12> 0, det(H(0,0)) =24 > 0= lokales Minimum

!

H(-2,0) = ( 02 _02> — H(—2,0)1, = —12 <0, det(H(—2,0)) =24 >0 = lokales

Maximum !



H(—1,+V6) = (j:20\/6 :i:QO\/é) — detH(—1,£v6) = —24 < 0= Sattelpunkte !

Aufgabe 6: 15 Punkte.
Man berechne mit der Methode des Lagrangeschen Multiplikators die kiirzeste Entfernung
des Punktes (2,2) vom Einheitskreis.

Losung: Nebenbedingung: N := 22 + 3% — 1 = 0.
Entfernung d des Punktes (2,2) von einem Punkt (z,y) des Einheitskreises:
d:=+/(x—2)2+ (y — 2)%

Da d(z,y) minimal genau dann ist, wenn es d?(z, y) ist, betrachtet man die Lagrangefunktion
L(z,y,\) :== d*(z,y) + X - N(x,y). Bedingungen fiir das Minimum:

OL/O0x =2(x —2)+ X2z =0

OL/Oy =2(y —2)+ N2y =0

OL/ON=2*4+y*—1=N=0

= 2+ Nz =424+ N)y=4=0#2+X und 2+ Nz =2+ Ny = z =y, well
1L+ X#0.

Eingesetzt in die Nebenbedingung erhilt man 222 = 1 = 2 = +

Pl L) =2~ 2 < B~ ~ L) =2(~% — 22

Also hat der Punkt (% T) vom Punkt (2,2) die kiirzeste Entfernung.
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Aufgabe T: 12 Punkte.
Man berechne das Integral [,z -y dF fir F:={(z,y) e R* |1 <2 <2, —x<y<1/2%}.

L(‘jsung fF$ de—ff:v- ff dy ) dx = [faz-(2 2)| 2)dx = [l

2f1 ) dx = 3(—3272 — 2|} = 5(—2- ——16+2+1) =2

At —2?) dx =

l\)l»—l



