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AUFGABE 1
Beweisen Sie mit vollstédndiger Induktion, dass fiir jedes n,m € N gilt: = nt o S k™
Hinweis: (m ?_ 1 ) = mﬁtil ( T ) 8 Punkte.
Losung: n = 1: linke Seite = m+r1, rechte Seite = 1 = linke Seite < rechte Seite fiir
alle m € N.
: nmtl m
Induktionsannahme: — < >0 | k™.

Schluss von n auf n + 1 :
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AUFGABE 2
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

a) lim, z(V22+1—ux). 5 Punkte.

. . /2 . _ 224122 — -1
Losung. .CI?( ¢ +1 33) 'T\/a:2+1+x \/1+1/z2+1) 1+1/z241°

= lim =1
rmeo \/1+1/x2+1 2

b) lim, ., xT, 5 Punkte.
1 In(x)
Losung: a:l T —el—=w |
lim, lf “) = (de I’Hospitalsche Regel)lim, ., /”” — 1.
ln(z) ln(z)
Da e stetig ist, folgt  : lim, et =M1 T2 = ¢ 1,
AUFGABE 3

Man untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:

a) > (Vn—+vn-—1). 5 Punkte.
Losung: v —vn—1 = ot > o = 57 — LL(Va-ve-1) 2

5> ,1/n = Die Reihe hat eine divergente Minorante, ist also selbst divergent!

b) 2701021(,?2111)2- 5 Punkte.
. n n(l+1/n n o7}

Losung: n;:kll = nQEliljng) < n2>§<21 - % —0< Z (n2+11)2 < zn 1 f

Integralkriterium: f(z) := 2 ist monoton fallend fiir # > 1, folglich ~ >>>7, 5 < [ &4 =

—4/x |<1>O =4 . Folglich gllt S =5 < 8, also ist die Reihe Zzo:l(&fl) konvergent,
da sie eine konvergente Majorante besitzt.




AUFGABE 4
Zeigen Sie, dass die Funktion

] (at) g (ay) #(0,0)
SE7 T .
Herl= fir (2.9) = (0.0)
an der Stelle (0,0) stetig ist.
Hinweis: Es gilt In(1 4+ z) < z fir z > —1! 8 Punkte.
_ 1 _1n(1+12y2)
Losung: (1 + z%y?) #n? = ¢ 202 Die e—Funktion ist stetig, also geniigt es, den
Grenzwert von h(z,y) := % fir (x,y) — (0,0) zu berechnen. 0 < h(x,y) <

. . 2292 22 . .
(Hmwezs) IQ_f_/yQ < ( z;_jfy% = y . = llm(%y)_}(o’o) h(l‘, y) =0 = llm(m’y)_>(070) f(l', y) =

hm(:p,y)—»(0,0) e ey =0 =1 = f(O, 0)

AUFGABE 5
Sei die Kurve y(z) := cosh(z), z € [—1,1] in kartesischen Koordinaten gegeben.
Berechnen Sie das Volumen des Korpers, der durch Rotation der Kurve um die x-Achse
entsteht. 8 Punkte.

Losung: V =7 [1 (y(z))? dx = 7 [ (cosh(z))? dx = = 27Tf +e )P dx =
%f01(621‘+6_2$+2) dx = Z(3e*—3e _2$+2x)|0 =Z(5e*—3e _2—1—2) = %(smh(2)+2).

AUFGABE 6
Berechnen Sie das folgende uneigentliche Integral: [ arctan(z)/z? dx. 8 Punkte.

Losung: [ arctan(z)/2? dx = limy_. flb arctan( )/x? dx
Jarctan(z)/2* dx = = arctan(z)— [(=1) 75z dx = (Partialbruchzerlegung) — 7 arctan(x)+

J(=2 =) dx = —parctan(z) + In(ja]) - 5 In(1 +2?)

flb arctan(z)/2? dx = —3 arctan b + ln(m) + I —In(1/v2).
limp_ oo % arctanb = 0. limy_ ln(m) = hmb_,ool (\/m) =0
)

— [Carctan(z)/2? dx = F — 11In(2

AUFGABE 7
Integrieren Sie die folgende rationale Funktion:
r(x) == (325 — 162" + 252% — 52% — 62 — 5) /(23 — 62% + 122 — 8)
Hinweis: Der Nenner hat eine ganzzahlige Nullstelle (Diese ist bekanntlich Teiler des
konstanten Koeffizienten —8.). 12 Punkte.

Losung: Da Ziahlergrad > Nennergrad, zunéchst Polynomdivision mit Rest:

(32° — 1621 + 2523 — 5% — 62 —5) = (322 + 22 + 1) (23 — 62% + 122 — 8) + 2% — 2v + 3 =
r =3z +2r + 1+ s, mit s := (22 — 2z + 3)/(z® — 62% + 122 — 8).
Partialbruchzerlegung von s: Der Teiler 2 von —8 ist Nullstelle von x® — 62% + 122 — 8 =
(x—2)(2? — 4z +4) = (z — 2)®

Ansatz: s = x%—{—ﬁ—l—ﬁ — (Az =224+ Bx—2)+C)/(z —2)3 = (22 — 22+
3)/(x —2)3.

Koeffizientenvergleich der Zahlerpolynome:

2?2 A=1.

x: —4A+B=-2=— B=2.

20 4A—QB+C’—3:>C:3.

— [ 5 dx =In(|z — 2|).



—= _dx = —

3 _
= | o X =~

= [r(z) dx =2+ 2> + o+ In(jz - 2|) — 55 - 5555

2
r—2"
3

AUFGABE 8
Losen Sie das folgende Anfangswertproblem
y" + 9y" + 27y + 27y = 18sin(z) + 26 cos(z) + 6e737.
fir die Anfangswerte y(0) := 0, ¢'(0):=0 y”(0):=0.
Hinweis: Das charakteristische Polynom hat eine ganzzahlige Nullstelle. 14 Punkte.

Losung: Charakteristisches Polynom der homogenen DGL: P(\) := A3 + 9A\? + 27\ +
27 . P(=3) =0. Alsoist A = —3 eine Nullstelle von P(\), P(A) = (A+3)(A2+6A+9) =
(A +3)3.

Da X\ = 3 eine dreifache Nullstelle von P()) ist, ist ein Fundamentalsystem der Losungen
der homogenen DGL.: e73% ze73% 22737,
Da die Inhomogenitét 6e~3%

eine partikulire Losung: y := Ax3e
y = 3Ax?e 3 — 3Axe 3 = Ae 3" (32 — 27).

y" = —3Ae73%(32? — 23) + Ae 3% (62 — 32%) = Ae 3% (62 — 182 + 923).

y" = —3Ae3%(62 — 187 + 923) + Ae™3%(6 — 36z + 272?) = Ae3%(6 — Hdx + 81z — 27x3).
Eingesetzt in die inhomogene DGI. mit rechter Seite = 673 ergibt:

Ae=37(6 — 54z + 8122 — 272 4 9(6z — 1822 + 923) + 27(322 — 2%) + 27) = Ae 3" x 6 =
6e 3%, = A =1.

Ansatz fiir partikuldre Losung zur Inhomogenitit 18 sin(z) 4 26 cos(x) :

y := Bsin(z) + C cos(z).

y' = Bceos(z) — Csin(z), y”" = —Bsin(z) — Ccos(x), y"” = —Bcos(z)+ Csin(z).
Eingesetzt: —B cos(x) + C'sin(z) + 9(—Bsin(x) — C'cos(z)) + 27(B cos(z)) — C'sin(z) +
27(Bsin(x) + C cos(z)) =18 sin(x) + 26 cos(z)

Koeffizientenvergleich:

sin(z) : C —9B —27C' 4+ 27B = 18.

cos(x) : —B —9C + 27B + 27C = 26.

= B=1, C=0.

Damit ergibt sich die allgemeine Losung der inhomogenen DGI. zu:

y = Cre 3%+ Coxe 3 + Cax?e 3% +sin(x) +xPe 3% = e73%(C) + Cox + C32* + 2°) +sin(x)
Anpassung an die Anfangsbedingungen:

y(0) =0 = C, = 0.

Y = —3e73(Coz + Csa? + 2°) + e73(Cy + 2C32 + 32?) + cos(x).

y’(O) =0=0Cy+1=1.—= (Cy =0.

y = e 3 (—=3C32% — 323 + 2C5z + 32%) + cos(x). 3" :=0= C3=0.

= y = 2373 + sin(x) ist die Losung des Anfangswertproblems.

selbst Losung der homogenen DGI. ist, lautet der Ansatz fiir
—3x

AUFGABE 9
Bestimmen Sie alle stationdren Punkte und deren Typ (d.h. ob ein lokales Minimum,
Maximum oder ein Sattelpunkt vorliegt) der Funktion f(x,y) := zy(3 — 2 — y). Hat die
Funktion Extrema? 10 Punkte.
Losung: f(zr,y) = 2y(3 —x —y) = 3zy — 2%y — xy>.
Vf=3y—2xy—y? 3z — 2> — 2xy)
Vi=(0,0)<—=yB—-2r—y)=0und 2(3—2y —x) =0
r=0:y=0o0der3—y=0=y = 3.



r#£0:3-2y—2=0=12=3-—2y.
y=0=2x=3o0dery#0=—=3-2r—y=0=—=3-23—-2y)—y=-3+3y=0=
y=1=uz=1

Die stationdren Punkte sind: P, := (0,0), P, :=(0,3), P;:=(3,0), P,:=(1,1).
Hessematrix: H(x,y) := ( 3_ Egy_ 2% 3 -2z -2y )

—2x
H(O 0) = (g 3) — det(H(0,0)) = —9 < 0 = Sattelpunkt

(
(<
(
(

0 > — det(H(0,3)) = —9 < 0 = Sattelpunkt

6 —
3) = 3
,0) 3 _ > — det(H(3,0)) = —9 < 0 = Sattelpunkt
H( 1) = % _2> — —2 < 0 und det(H(1,1)) = 3 > 0 = lokales Maximum
flz,1) =22 —2) = lim, . f(z,1) = —00.
flz,—1)=—2(4 —2) = lim, . f(z,—1) = 0.
Folglich hat f(x,y) keine Extrema.

AUFGABE 10
Berechnen Sie das Maximum der Funktion f(z,y, z) := xyz unter den Nebenbedingungen
x>0,y >0,2>0und g(x,y, z) := 2y + yz + zx = 2. Hat f ein Minimum? 10 Punkte.

Losung: Ist z =0, so ist f(0,y,2) = 0 und wegen f(x,y,z) > 0 fiir x,y,z > 0 hat f auf
dem Rand z = 0 mit ¢(0,y, z) = yz = 2 ein globales Minimum. Entsprechendes gilt fiir
die Rénder y =0 und 2 =0.  Sei also nun xyz > 0 :

Vf = (yz,xz,zy) und Vg = (y + z,2 + z,x + y). Da 2zyz > 0 = Vg # 0. Folglich
ist notwendige Bedingung fiir ein Maximum unter der Nebenbedingung: Vf = A\Vg —
yz =Ny +z2), 2z = Mz + 2),zy = Mz 4+ y).z,y,2 >0 = yz,y + 2 > 0= X\ > 0.
Division der beiden ersten Gleichungen liefert:

£ - zii = £ = % — xy +yz = vy + yz = x = y. Entsprechend: z = y.

2

Eingesetzt in die Nebenbedingung: g(z,z,7) = 322 = 2 = 1 = 3 weilz > 0 =

f (\/g, \/g, \/g) = (%)% Dies ist das eindeutig bestimmte Maximum von f unter den

Nebenbedingungen.



